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Un milieu granulaire est un ensemble de grains solides, de tailles pouvant être variables. Universel-
lement disponibles dans la nature (le sable, la neige, les poudres et les graines par exemple), les milieux
granulaires sont, après l'eau, le matériau le plus utilisé par l'homme (industrie agroalimentaire, om-
primés pharmaeutiques, poudres et éramiques, béton, ...). Dans l'industrie, es milieux exhibent des
omportements omplexes lors de leur manipulation (ségrégation, éoulements, instabilités) qui nées-
sitent des solutions pratiques impliquant une meilleure ompréhension de la physique de es milieux.
En partiulier, une opération ourante au niveau industriel est la ompation des milieux granulaires.
La ompation d'un empilement granulaire onsiste à diminuer le volume du milieu en réarrangeant
l'ensemble des grains sous l'ation d'une solliitation extérieure. Les deux méthodes généralement em-
ployées pour ompater un milieu sont la ompression uniaxiale de l'empilement ou la vibration, le plus
souvent dans la diretion vertiale. Dans le as d'une ompression uniaxiale, la ontrainte appliquée
est néessairement forte et peut mener à l'endommagement des grains. Lorsque l'intégrité des grains
doit être préservée, des vibrations sont employées, provoquant une densiation lente par l'évolution
struturale du milieu purement géométrique.
Le omportement méanique des assemblages granulaires est omplexe, et peut, selon les ondi-
tions extérieures, se rapproher de elui d'un solide, d'un liquide, voire même d'un gaz. Lorsque des
assemblages granulaires sont onservés dans des volumes los (le silo par exemple), leur omportement
demeure inhabituel. Les milieux granulaires, onsidérés dans ette étude, sont omposés de billes sphé-
riques non ohésives soumises à la gravité. Ces milieux sont dits milieux granulaires non onsolidés.
Une aratéristique partiulière de es milieux est la transmission inhomogène de la fore appliquée,
préférentiellement le long de quelques haînes de billes, appelées haînes de fore. Les billes, non impli-
quées dans es haînes de fore, sont souvent appelées les spetatries, du point de vue de l'élastiité
du milieu. Il existe don une distribtution statistique de fore pour haque ontat, omportant des
ontats fortement et faiblement hargés. Cette distribution statistique de fores, diilement aes-
sible expérimentalement, est une des lefs de la ompréhension de l'élastiité des milieux granulaires.
L'aoustique non linéaire est une branhe relativement réente de l'aoustique qui onsiste à étudier
les eets non prévus dans les équations linéarisées de l'aoustique. Dans les uides ou les matériaux
homogènes, l'approximation linéaire des équations de l'aoustique permet de dérire préisément la pro-
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pagation d'ondes lorsque l'amplitude du hamp aoustique est susamment faible. Si es milieux sont
soumis à de fortes exitations aoustiques, il est néessaire de prendre en ompte des orretions aux
équations linéarisées pour omprendre la variété des phénomènes observés (génération d'harmoniques,
ondes de ho par exemple). Cependant, dans le as de ertains milieux omplexes, l'approximation
linéaire ne permet pas de dérire tous les omportements observés (hystérésis, dynamique lente), et
ei même pour des exitations aoustiques modérées. Ces phénomènes, dans les solides, sont le plus
souvent attribués à la présene de ontats internes (entre grains, entre lèvres de ssures, ...).
En eet, réemment, un nombre roissant d'observations expérimentales et théoriques ont été
eetuées en aoustique non linéaire dans les matériaux miro-inhomogènes, omme les rohes, les
solides ssurés, ou les milieux granulaires. Des phénomènes nouveaux d'interations non linéaires
ont été mis en évidene dans es milieux omplexes, et leurs manifestations apportent toujours plus
d'informations et de ompréhension à leur sujet. Il a notamment été démontré que dans ertaines
onditions les eets d'aoustique non linéaire sont plus sensibles pour déteter des inhomogénéités de
struture que les méthodes d'aoustique linéaire.
La omplexité des milieux granulaires leur onfère un statut partiulier au sein des diérentes
lasses de matériaux. En plus de représenter un milieu d'étude intéressant pour diérentes branhes de
la physique, ils omportent des non-linéarités originales du point de vue de l'aoustique. Mais aussi,
l'approhe aoustique non linéaire est un outil prometteur pour omprendre leur struture et perer la
rihesse des omportements observés.
Dans les milieux granulaires, alors que les méthodes d'aoustique linéaire fournissent des mesures
pour lesquelles la réponse des ontats fortement hargés prédomine, les méthodes d'aoustique non li-
néaire ont démontré une plus forte sensibilité aux ontats faiblement hargés. En eet, la ontribution
d'un ontat individuel à la non-linéarité du milieu granulaire est plus forte pour un ontat faiblement
hargé que pour un ontat fortement hargé. Pour ette raison, le oeient de non-linéarité quadra-
tique des matériaux ontenant des ontats internes peut être 103 à 104 plus élevé que dans un solide
homogène. Tout ei indique lairement le potentiel des développements des approhes d'aoustique
non linéaire pour la aratérisation des milieux granulaires, à travers l'évaluation de la distribution
statistique de fores de ontats par exemple.
La onsidération physique lef qui motive ette étude est le fait que les faibles ontats (faiblement
pré-ontraints) dans le milieu granulaire sont eux qui sont le plus fortement non linéaires. Il est alors
proposé de développer des méthodes d'aoustique non linéaire de aratérisation de la statistique des
ontats dans le milieu. Cei est eetué durant des proessus de ompation, où l'état strutural de
l'empilement évolue ave les vibrations imposées. Il est attendu que les méthodes d'aoustique non
linéaire renseignent sur l'évolution de la distribution de fore de ontats et permettent de mieux
maîtriser l'élastiité du matériau.
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Cette thèse est omposée de quatre hapitres. Le premier hapitre a pour objetif de présenter de
manière générale la propagation aoustique au sein des milieux granulaires. Après la desription de la
méanique du ontat entre deux billes élastiques à travers le modèle de Hertz-Mindlin, la propagation
aoustique dans les milieux granulaires est abordée dans le as unidimensionnel d'une haîne de billes
préontraintes. Enn, les aratéristiques des milieux granulaires non onsolidés sont disutées, ainsi
que l'intérêt d'employer des méthodes d'aoustique non linéaire.
Le seond hapitre est onsaré à la ompation des milieux granulaires. Le dispositif expérimental
onçu pour ompater un ensemble granulaire est présenté, ainsi que les propriétés lassiques de réar-
rangements de es milieux. Enn, la aratérisation de l'empilement est abordée au moyen de fontions
de réponse en fréquene pour la transmission aoustique à travers le milieu.
Dans le troisième hapitre, des méthodes d'aoustique non linéaire sont employées pour aratériser
le milieu. Le omportement non linéaire du milieu granulaire est analysé à partir de résultats expéri-
mentaux, en partiulier par la mesure des parties élastiques et dissipatives du paramètre non linéaire
hystérétique. Un modèle disutant de la physique des éléments miroméaniques du milieu granulaire
et de leurs ontributions aux non-linéarités aoustiques analyse l'évolution qualitative et quantitative
de paramètres aoustiques au ours du proessus de ompation. Il en déoule des impliations sur la
distribution de fores de ontat.
Enn, dans le dernier hapitre, l'inuene des haînes de fore sur la propagation aoustique est
étudiée au moyen d'une modélisation analytique et numérique. La propagation d'ondes aoustiques
transverses est analysée dans un réseau granulaire ubique simple, périodiquement hargé par des
haînes de fores. Le développement de as limites du modèle et la résolution numérique permet
d'obtenir les diérents modes de vibration du réseau et d'interpréter l'eet d'une modulation élastique
du système (aratérisant les haînes de fore) sur la propagation d'ondes.
Chapitre 1
Propagation aoustique dans les milieux
granulaires
1.1 Introdution
Les omportements méaniques des milieux granulaires dépendent des interations des grains
entre eux mais aussi des grains ave leur environnement (le uide saturant, les parois, . . .). Lorsque
l'interation ave le uide saturant l'espae inter-grains est négligeable, le milieu granulaire est dit
"se". Les interations sont alors réduites aux ontats entre grains (éventuellement ave frottements,
hos, . . .) et ave les parois du réipient. Ce premier hapitre, à aratère introdutif, regroupe
les notions de base de la méanique des ontats et de la propagation aoustique dans les milieux
granulaires, utiles pour la ompréhension de la suite du doument. Après l'étude de l'interation entre
deux sphères élastiques, des éléments de la propagation aoustique dans la onguration d'une haîne de
billes unidimensionnelle sont examinés. Les aratéristiques géométriques et aoustiques (propagation
des ontraintes) des milieux granulaires non onsolidés sont disutées. Les non-linéarités potentielles
suseptibles d'apparaître dans les milieux granulaires sont présentées. Enn, une approhe suinte
des problèmes atuels de la physique des milieux granulaires est réalisée.
6 1 Propagation a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1.2 Comportements méaniques des ontats
Le omportement marosopique des milieux granulaires ses est en partie onditionné par les
propriétés méaniques des ontats inter-grains. En eet, la grande variété des manifestations exhibées
sous solliitations extérieures est largement déterminée par la nature des interations méaniques entre
partiules et ave les parois. Dans e travail de thèse, une simpliation forte pour le milieu granulaire
est la prise en ompte de grains sphériques et de tailles identiques. La desription de l'interation
méanique entre deux sphères élastiques de même rayon soumises à une fore normale, introduite dans
les années 1880 par la théorie de Hertz [41℄, permet de relier la fore normale agissant entre deux
sphères au déplaement relatif de leurs entres [41℄. Par la suite, ette théorie a été étendue au as
d'une fore tangentielle entre deux sphères [61℄. Cette théorie, bien vériée expérimentalement [41℄, est
un point de départ de la ompréhension de la physique de es milieux.
1.2.1 Contat de Hertz
Considérons tout d'abord le as de deux sphères en ontat soumises à une fore normale N .
Hertz [41℄ a pour la première fois utilisé l'élastiité linéaire des milieux ontinus pour aluler la
relation fore/déplaement entre deux sphères en ontat. Lorsque deux sphères entrent en ontat
sans déformation, le ontat est initialement pontuel, ou linéique pour l'interation de deux ylindres
ou d'un ylindre ave un plan. Dans le as général où la forme de la surfae de ontat n'est pas onnue
ave ertitude, la surfae de ontat, une fois les orps hargés, est une ellipse. En ne onsidérant que
des solides de révolution, la surfae de ontat est un erle de rayon a. La zone de ontat, petite
omparée aux dimensions des deux solides, augmente à mesure que la harge roît. Cette zone est le
siège de fortes ontraintes qui n'inuenent pas la forme des solides en ontat. Chaque orps est alors
onsidéré omme un demi-espae élastique linéaire hargé sur une région elliptique de sa surfae plane.
Par onséquent, les ontraintes onentrées sur la zone de ontat peuvent être traitées séparément du
problème élastique de la distribution de ontraintes des deux orps. Pour deux solides de révolution en
ontat, les hypothèses de la théorie de Hertz sont :
 une surfae de ontat petite devant la dimension des sphères de rayon R, 'est-à-dire a≪ R,
 l'absene de frottements au niveau du ontat pour que seule une fore normale puisse se
transmettre à travers la zone de ontat,
 des surfaes de ontat ontinues et non onformes,
 des solides onsidérés omme des demi-espaes élastiques semi-innis.
Le problème du ontat entre deux sphères élastiques hargées par une fore normale, étendu au as
ave fore tangentielle, est illustré sur la gure 1.1(a). Le problème onsidéré dans la suite est limité
au as du ontat entre deux sphères de même rayon R.





































Fig. 1.1  (a) Contat entre deux sphères élastiques soumises à une fore normale FN et une fore
tangentielle QT . (b) Représentation de l'aire du ontat de rayon a illustrant le phénomène de "stik-
slip".
Pour deux sphères élastiques de rayon R soumises à une fore de ompression FN , le rayon a du
erle de ontat et le déplaement relatif U (n) des deux sphères s'érivent [41℄ :
a = (3FNR4E∗ )
1/3, (1.1)






ave E∗ = E/2(1 − ν2), où E et ν sont respetivement le module d'Young et le oeient de Pois-
son des matériaux en ontat. La relation fore/déplaement (1.2) est intrinsèquement non linéaire
U (a) ∼ F 2/3N , et il est alors possible de s'attendre à des eets importants de non-linéarités sur la pro-
pagation d'ondes de ompression dans e type de milieux. Dans le adre de ette étude, la plupart des
expérienes d'aoustique est réalisée ave des billes de verre de rayon R = 1 mm, de module d'Young
E ≃ 65 GPa et de oeient de Poisson ν ≃ 0.25. Pour le milieu granulaire non onsolidé, la ontrainte
moyenne dans la onguration la plus utilisée est estimée à 3 kPa, soit une fore normale moyenne
entre deux billes de 9, 5.10−3 N . Pour ette valeur, le rayon de la surfae de ontat vaut a ≃ 6 µm
et le déplaement normal relatif entre sphères U (n) ≃ 35 nm. L'hypothèse de petite zone de ontat
par rapport au rayon de la sphère est respetée. La déformation assoiée à la zone de ontat s'érit
omme le rapport du déplaement normal relatif entre sphères sur le rayon de elles-i ε = U (n)/2R.
Cette déformation est de l'ordre de ε ≃ 1, 7.10−5. Pour éviter la fraturation des grains, la ssuration
ou tout autre phénomène irréversible, il faut se situer en-dessous du seuil de déformation plastique du
verre. Ce seuil de plastiité orrespond à une déformation prohe de 10−4, e qui assure l'intégrité des
billes de verre.
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1.2.2 Modèle de Hertz-Mindlin
La desription de l'interation entre deux sphères se omplique en présene d'une fore tangentielle
QT . L'interation élastique entre deux sphères a été étendue au as d'une fore oblique [61, 62℄,
fore déomposée en une omposante normale et une tangentielle. Ce as d'étude est illustré sur la
gure 1.1(a). Cette omposante tangentielle est à l'origine d'une déformation élastique à l'interfae.
Deux situations sont envisageables suivant l'amplitude de la fore tangentielle : les sphères restent
en ontat sur la zone de rayon a ou alors il y a glissement au niveau du ontat. C'est au 18eme
sièle qu'Amontons et Coulomb ont posé les lois phénoménologiques du frottement. L'origine physique
du frottement fait intervenir un ensemble très large de phénomènes : rugosité des surfaes, élastiité,
adhésion, humidité, thermoélastiité, . . .. Un objet statique soumis à une fore normale FN et une
fore tangentielle QT ne se déplae pas tant que la fore tangentielle respete |QT | < µs|FN |, ave
µs le oeient de frition statique. Si le solide est en mouvement, la fore de tration néessaire
pour assurer un mouvement à vitesse onstante est dénie par |QT | = µd|FN |, ave µd le oeient
de frottement dynamique. Ces oeients de frottements µs et µd, introduits par Euler au milieu du
18eme sièle, respetent toujours µd < µs. Dans le as sans glissement, 'est à dire |QT | < µs|FN |, la










ave G le module de isaillement du matériau onstituant les billes. Cette relation fore/déplaement
tangentiel est linéaire.
Lorsque l'on tire sur un objet frottant par l'intermédiaire d'un ressort, le mouvement n'est pas
toujours uniforme mais peut être saadé (ou intermittent) : 'est le phénomène de "stik/slip"
1
,
ou adhésion/miroglissement. Ce mouvement omprend des périodes où l'objet résiste et ne bouge
pas (adhésion ou "stik") et des périodes où le seuil de résistane est dépassé et l'objet glisse sur une
ertaine distane (glissement partiel ou "slip"). Les deux phases du mouvement reètent deux états
distints du système : la phase statique qui est sous ontrle du frottement statique µs entre l'objet et
la surfae, et la phase de glissement ("slip") qui orrespond au mouvement de l'objet sous l'ation d'un
ressort. Pour les milieux granulaires, le phénomène de "stik/slip" se traduit par un ontat entre deux
sphères entouré d'un anneau où se produit le miro-glissement ("slip"), illustré sur la gure 1.1(b).










ave µs le oeient de frition statique du matériau onstituant les billes. La relation entre dépla-
ement tangentiel et fore normale ou tangentielle est non linéaire et onduit à un omportement
hystérétique selon le hargement du ontat [41℄. Les ontats exhibant du glissement peuvent alors
être soures de non-linéarités de type hystérétique pour le milieu granulaire.
1
Les termes stik et slip, dérivant respetivement les phénomènes d'adhésion et de miroglissement, sont très utilisés
en méanique des ontats. Ces angliismes seront utilisées dans la suite du doument.
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1.3 Modèle unidimensionnel de propagation aoustique : la haîne de
billes
Après l'introdution de la méanique du ontat entre deux sphères par la théorie de Hertz, il
apparaît que la relation entre la fore exerée entre deux billes et le déplaement relatif de elles-i
est non linéaire. Ce modèle de ontat est la base de la desription de la propagation d'ondes dans les
milieux granulaires et des eets non linéaires attendus. Pour appréhender la propagation aoustique
au sein de es milieux, un système unidimensionnel ordonné est une modélisation simple d'un milieu
granulaire réel. Mais le aratère simplié de ette modélisation permet tout de même la ompréhension
par des approhes analytiques de l'inuene du aratère disret d'un milieu granulaire et des eets de
la pression statique.
En respetant les hypothèses de la théorie de Hertz, 'est-à-dire des ontraintes loalisées au niveau du
ontat et des petites déformations, il est possible de modéliser une haîne de billes sous préontrainte
par une haîne de masses pontuelles reliées par des ressorts non linéaires de raideur K obéissant à la
théorie de Hertz. Les fréquenes onsidérées doivent être très inférieures à la fréquene de résonane
d'une bille (onde de volume dans le matériau), mais les longueurs d'ondes aoustiques dans la haîne
de bille peuvent être omparables à la distane entre partiules. Les fréquenes aoustiques sont alors
petites devant les modes de vibrations d'une bille, assurant des phénomènes quasi-statiques au niveau
des ontats. Cette analogie est représentée sur la gure 1.2.
Bille de masse m
FN FN
m m m m m m m m m m
FNFN
K K K K K K K K K
Contat de raideur K
Fig. 1.2  Chaîne unidimensionnelle de billes soumise à une fore de ompression N et son réseau
équivalent masses-ressorts en approximation quasi-statique.
En l'absene de dissipation, la dynamique de la haîne est dérite par une équation diérentielle






3m(1 − ν2) [(δ0 − (Un − Un−1))
3/2 − (δ0 − (Un+1 − Un))3/2], (1.5)
ave Un le déplaement de la bille n par rapport à sa position d'équilibre et δ0 la variation de distane
entre les deux entres de sphères adjaentes soumises à une fore normale FN par rapport à la distane
sans fore 2R.
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1.3.1 Relation de dispersion
Pour de faibles déformations aoustiques, l'équation (1.5) est linéarisée dans la limite |Un−Un1| ≪









Le problème se résume maintenant à une haîne de masses pontuelles reliées par des raideurs identiques
linéaires, 'est-à-dire ne dépendant pas des paramètres de l'onde. En introduisant un déplaement de
la forme Un = Ae
iωt−2kRn
pour une onde aoustique de pulsation ω et de nombre d'onde k dans











































































Fig. 1.3  (a) Courbe de dispersion ω = ω(k) de la haîne unidimensionnelle de billes. (b) Courbe de
dispersion limitée à la première zone de Brillouin 0 ≤ 2kR ≤ π. La fréquene de oupure ω/ωc = 1
délimite la bande de pulsation des ondes propagatives et la bande interdite où les modes aoustiques
sont évanesents.
La fontion ω = ω(k) est périodique, ompte tenu de la périodiité de l'équation (1.7). La ourbe de
dispersion peut alors être limitée aux nombres d'ondes k ompris entre 0 et π/2R (voir la gure 1.3(b)).
Limiter le nombre d'onde k sur et intervalle onsiste à se plaer dans la première zone de Brillouin
du réseau réiproque du système périodique onsidéré [11℄. A partir de l'équation (1.7), les pulsations







qui est la pulsation maximale au delà de laquelle les modes propagatifs deviennent évanesents. Pour e
système unidimensionnel périodique, une bande interdite pour la propagation d'ondes existe pour les
pulsations ω > ωc. Ce omportement bien onnu de la propagation d'ondes dans des milieux périodiques
1.3 Modèle unidimensionnel de propagation aoustique : la haîne de billes 11
unidimensionnels servira de base à l'étude de la propagation d'ondes dans un milieu granulaire ubique
réalisée au hapitre 4.
En reportant la raideur des ontats (1.6) dans la pulsation de oupure (1.8), la fréquene de oupure










ave ρ la masse volumique de haque bille. Pour ρ = 2500 kg/m3 et les paramètres utilisés
préédemment (E ≃ 65 GPa, ν ≃ 0.25, R = 1 mm, FN = 9, 5.10−3 N), la fréquene de oupure
estimée pour une haîne de billes dans notre onguration est de l'ordre de 50 kHz. La ourbe de
dispersion, traée sur la gure 1.3(b), donne une information supplémentaire sur la vitesse de phase
de l'onde aoustique cφ = ω/k et la vitesse de groupe d'un paquet d'ondes cg = ∂ω/∂k. Dans la limite
basse fréquene ω/ωc ≪ 1, les vitesses de phase et de groupe sont égales











et dépendent de la fore de ompression de la haîne omme N1/6. Cette dépendane de la vitesse des
ondes en puissane 1/6 de la fore appliquée a été retrouvée expérimentalement [16℄ pour des haînes
de billes de diamètres identiques. Lorsque la pulsation ω tend vers la pulsation de oupure ωc, la pente
de la ourbe de dispersion s'annule et la vitesse de groupe tend vers 0. L'énergie ne se propage plus
dans la haîne, les modes deviennent évanesents. Pour des fréquenes aoustiques très supérieures
à la fréquene de oupure fc de la haîne de billes (typiquement f ≃ 10fc), les longueurs d'ondes
aoustiques des modes de volume des billes sont omparables au diamètre d'une bille. Les modes de
vibrations radiales d'une bille apparaissent ainsi que des ondes de surfae de Rayleigh [18℄. Ce travail
se situe dans des gammes de fréquenes où es modes ne peuvent pas apparaître.
1.3.2 Ondes non linéaires et solitons
La relation de dispersion (1.7) est obtenue par approximation linéaire, don pour de faibles
amplitudes aoustiques. Un as limite intéressant de ette approximation est la as où la fore de
ompression de la haîne est nulle FN = 0. Dans e as, les ontats ne sont plus préontraints
et le passage d'ondes aoustiques de très faible amplitude entraîne irrémédiablement l'ouverture des
ontats. Les ondes aoustiques purement linéaires ne peuvent plus se propager dans la haîne de billes.
Ce phénomène a été appelé "vide sonique" [65℄ et seule une propagation non linéaire des ondes peut
se produire. L'étude de la propagation d'ondes non linéaires dans un réseau unidimensionnel de billes
sous ontrainte a été étudié théoriquement, numériquement [65℄ et expérimentalement [50℄. La limite
fortement non linéaire (ou fortement anharmonique) de l'équation (1.5) orrespond à |Un−Un−1| >> δ0
et se réfère à des exitations aoustiques d'amplitudes très supérieures à la fore statique N appliquée
sur la haîne. Dans la limite ontinue où la taille aratéristique des perturbations est très supérieure au
rayon des billes, l'existene d'ondes non linéaires partiulières a été prédite [65℄. Ces ondes se propagent
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en onservant leur forme sur une distane de propagation grande devant leur taille, sont supersoniques
(se propagent à une vitesse supérieure à la vitesse du son dans la haîne de billes). Ces ondes non
linéaires sont appelées des solitons.
1.4 Propriétés et problèmes atuels des milieux granulaires non
onsolidés
L'ensemble des résultats présentés sur la méanique des ontats et la propagation aoustique dans
une haîne de billes fournit des éléments de ompréhension sur les phénomènes plus omplexes qui
apparaissent dans les milieux granulaires réels tridimensionnels. Tout d'abord, l'étude du modèle de
Hertz-Mindlin a mis en évidene le aratère non linéaire à l'éhelle mirosopique du ontat entre
deux sphères, ainsi que la possibilité de glissement au niveau des ontats. Une haîne unidimensionnelle
de sphères obéissant à la loi de Hertz a ensuite montré l'existene d'une fréquene de oupure
pour la propagation d'ondes aoustiques au sein de la haîne et d'ondes non linéaires (solitons) se
propageant dans le réseau. Il est alors attendu qu'un milieu granulaire réel tridimensionnel présente des
phénomènes non linéaires par extension du modèle mirosopique de Hertz à l'éhelle marosopique de
l'empilement. Tout d'abord, diérents assemblages granulaires sont présentés ainsi que l'eet du uide
environnant les grains. La statique d'un empilement granulaire aléatoire est abordée en présentant le
désordre inhérent à une telle struture. Les non-linéarités aoustiques suseptibles d'apparaître dans
es milieux sont présentées, avant un exposé non exhaustif des enjeux et problèmes atuels de la
ompréhension physique de es milieux.
1.4.1 Eets du uide environnant
Un milieu granulaire est omposé de grains mais aussi d'un uide saturant es grains. Dans
ette étude e uide saturant est l'air. Il est alors important d'identier l'inuene de e uide sur
le omportement de l'empilement granulaire. En eet, une exitation aoustique transmise par des
transduteurs se propage à la fois dans les grains et dans le uide. Un ouplage entre les modes
solidiens (où l'énergie est transmise à travers les grains) et les modes aériens (où l'énergie est transmise
à travers le uide saturant) peut apparaître. Cependant e ouplage peut s'avérer très peu eae
et n'aeter que faiblement la propagation aoustique. La présene d'un uide ou d'un gaz dans les
intersties du milieu se traduit par un amortissement dû à la visosité du uide (ou du gaz), don
par une perte d'énergie due aux frottements visqueux. Il est possible de quantier l'importane de es
fores de visosité par rapport à l'énergie inétique ou potentielle pour une partiule, à l'aide d'un




ave ρ la masse volumique des partiules de rayon R, et v la vitesse dans le uide de visosité η. Ce
nombre de Reynolds représente le rapport de l'énergie inétique d'une partiule sur le travail de la
fore visqueuse pour une longueur aratéristique équivalente au rayon d'une sphère. Pour des grains
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millimétriques utilisés dans ette étude, quantions à l'aide de e rapport les interations partiule-
uide dans le as de l'eau et de l'air. Pour des valeurs typiques de déformation ε ≃ 10−5 et de vitesse
des ondes c ≃ 2.10−2 dans nos expérienes, la vitesse d'une partiule est estimée à v = εc ≃ 2.10−3
m/s. Un alul approhé du nombre de Reynolds dans l'eau (de visosité η ≃ 10−3), pour des grains
de diamètre 2 mm en verre (soit ρ = 2500 kg/m3) dotés d'une vitesse v ≃ 2.10−3 m/s, donne R ≃ 5.
L'énergie perdue par frottements est alors du même ordre que l'énergie inétique de la partiule. Dans
l'air (ave ηeau ≃ 102ηair), l'énergie inétique est 104 supérieure aux frottements visqueux, et les
interations partiule-uide sont alors onsidérées omme négligeables.
1.4.2 Géométrie des assemblages granulaires
Une manière simple pour obtenir un empilement granulaire est de verser des grains dans un
réipient. Nous restreindrons la desription de es assemblages aux empilements de sphères de même
diamètre. Sans préaution partiulière, l'empilement produit sera aléatoire, 'est à dire qu'auun ordre
à grande éhelle (relativement au diamètre d'un grain) existe. Si au ontraire la disposition des grains
est ontrlable, il est possible de réer des arrangements granulaires réguliers.







nc = 6 nc = 8 nc = 12




Fig. 1.4  Représentation des diérents assemblages granulaires réguliers et désordonné ainsi que leurs
propriétés géométriques assoiées.
Il est aussi possible de réaliser naturellement de tels ristaux granulaires (ristaux olloïdaux, opales
synthétiques). Ces arrangements réguliers (ubique simple, ubique entré, ubique faes entrées et
hexagonal ompat) possèdent un ordre à ourte distane, e qui assure une répartition des ontraintes
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homogènes au sein du milieu sous l'ation d'une ontrainte isotrope. Dans le as idéal, haque ontat
sera ainsi hargé de manière égale. Pour omprendre les propriétés des matériaux granulaires et le rle
des vides entre les grains, la ompaité et la oordinene (ou nombre de oordination nc) du milieu
sont des paramètres parmi les plus utilisés. La ompaité du milieu est le rapport du volume oupé
par les billes au volume total ; le nombre de oordination est le nombre de ontats d'une bille ave ses
voisines. Le nombre de ontats d'une bille ave ses voisines permet une mesure topologique simple de
l'empilement, sur sa stabilité et sa ohésion (résistane). Les premières études sur la stabilité de es
strutures ont été réalisées par Lagrange et Maxwell, ave omme hypothèse l'équilibre entre le nombre
de degrés de liberté du système et le nombre de ontraintes. Considérons par exemple N billes de taille
identique sous arrangement ubique. Il faut ompter 3N degrés de liberté (pour 3 translations) et
nc
2 N ontraintes (une fore normale par billes, partagée entre deux billes). L'équilibre statique impose
nc = 6, qui est le nombre de ontats par billes pour l'arrangement ubique simple. Les valeurs de
ompaité et de nombre de oordination pour les quatre assemblages réguliers ainsi que l'assemblage
désordonné sont présentées sur la gure 1.4. Il est à noter que les assemblages ubiques faes entrées
et hexagonal possèdent une ompaité de 74% et un nombre de oordination de 12, qui sont les valeurs
les plus élevées pour des empilements de sphères de même diamètre. Nous reviendrons plus en détail
dans le hapitre 2 sur les valeurs de ompaités des empilements aléatoires.
1.4.3 Désordre des empilements granulaires
En versant un sa de billes dans un réipient, l'empilement réé est désordonné. Ce milieu
granulaire s'éarte des réseaux granulaires réguliers étudiés auparavant par une répartition de fores
inhomogène au sein du de l'empilement. Lorsqu'une ontrainte est appliquée sur la surfae supérieure
d'un empilement, la distribution des ontraintes au sein du milieu est fortement inhomogène. En
élairant un système bidimensionnel de grains entre deux polariseurs roisés [86℄, il est possible
d'observer des réseaux de fortes ontraintes sur une longueur de quelques billes. Ce sont les haînes
de fore, ou "voûtes". Au ontraire il existe des régions de l'empilement dans lesquelles les grains
sont très peu ontraints. Ainsi ertains grains ne sont presque pas sous ontrainte, alors que d'autres
supportent une majeure partie de la harge appliquée. Les ontats supportant une grande partie de
la ontrainte seront dorénavant nommés ontats forts, tandis que les ontats peu ontraints jouant
le rle de spetateurs seront appelés ontats faibles. Des simulations numériques [74℄ permettent de
retrouver le omportement d'un empilement statique et la répartition entre des ontats forts et faibles.
L'orientation des ontats faibles est alors isotrope pour un arrangement bidimensionnel de disques, et
elle des ontats forts orrespond à la diretion des voûtes. Dans une onguration vertiale où seule la
gravité ontraint l'empilement, le réseau de ontraintes est orienté vertialement [24℄. La gure 1.5(a)
illustre ette aratéristique des milieux granulaires désordonnés.
Il apparaît dès lors qu'une ompréhension des phénomènes physiques se déroulant dans un milieu
granulaire ne peut être dissoiée de la onnaissane de la répartition des fores entre ontats au sein
du milieu. Il s'avère ainsi néessaire de onnaître la distribution de ontats, qui représente le nombre
de ontats dans le milieu en fontion de leur déformation statique (ou la ontrainte statique). Dans la
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suite, la déformation statique des ontats est normalisée par rapport à la déformation statique moyenne
ε0 et sera aratérisée par le paramètre ν = εcontact/ε0. La forme de ette distribution de ontats est
prinipalement aessible expérimentalement pour les fortes déformations statiques et don pour les
ontats forts. Une méthode de mesure est la détetion au papier arbone [63, 54℄ de traes laissées par
les billes sur les parois du réipient, traes dont la surfae est liée à la fore statique des ontats. Cette
méthode, relativement préise pour les fores de grande amplitude, montre que la distribution de fore
suit une loi de type exponentiel. D'autres expérienes, par photoélastiimétrie [36℄ par exemple, ont
onrmé e résultat mais en général [24℄, es méthodes ne peuvent permettre de mesures ables pour
des déformations statiques normalisées inférieures à ν = 0.1. Les simulations numériques [75, 74℄ ont
également été réalisées et permettent, ontrairement aux expérienes, d'aéder à la distribution des
petites fores statiques. Dans es simulations, le nombre de ontats faibles est légérement supérieur
au nombre de ontats forts qui ne réprésentent que 40% des ontats dans le milieu.
Pour résumer, la distribution de déformations de ontats est bien établie pour les grandes
déformations statiques et est aratérisée par une loi exponentielle :
n(ν) = e−α1(ν−1)
α2
ν ≥ 1, (1.12)
ave les valeurs des onstantes α1 et α2 prohes de l'unité. La gure 1.5 représente l'allure de diérentes
distributions de déformations de ontats pour les faibles déformations statiques. Il reste enore à
établir le omportement de ette distribution aux faibles déformations statiques : plateau, divergene
ou distribution qui tend vers zéro.
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Fig. 1.5  (a) Représentation du réseau de haînes de fore dans un empilement granulaire sous
ontrainte statique uniaxiale. (b) Distribution de déformations de ontats. Pour ν > 1, la distribution
est bien modélisée dans la littérature ; pour ν < 1, diérentes distributions de ontats faibles sont
proposées mais non aessibles expérimentalement.
Ces notions de haînes de fore et ontats forts ou faibles sont les notions lefs de la ompréhension
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de la propagation des ontraintes dans les matériaux granulaires dont une illustration (à enjeux
industriels) est le as du silo abordé i-dessous.
1.4.4 Le silo à grains
Un expériene lassique [14℄ pour aratériser l'eet des voûtes au sein d'un empilement granulaire
est illustrée sur la gure 1.6. Un réipient (le silo) est rempli ave une masseMv de grains. Si le fond du
réipient est indépendant des parois, alors la masse mesurée au fond du réipient est la masse apparente
de l'empilement. La même expériene dans un uide montrerait une égalité de es deux masses, 'est-à-
dire une ontrainte statique linéairement dépendante de la profondeur z dans le réipient. Cependant,
en versant des grains, il apparaît que la masse apparente mesurée n'est qu'une fration de la masse
versée. Tout le poids des grains ne repose pas sur le fond. Par onséquent une partie du poids des grains
est supporté par les parois. A partir d'une hauteur d'empilement égale au diamètre du réipient, les
grains s'organisent de façon à former des haînes de ontraintes orientées vers les parois du réipient.







































Fig. 1.6  (a) Illustration du problème du silo à grains par mesure de la masse apparente des grains à
la base du réipient. (b) Déviation de la masse mesurée sur le fond par rapport au modèle uide.
Un modèle, largement utilisé dans la littérature, dérivant la propagation des ontraintes dans un
réipient est le modèle de Janssen [14℄. Pour dérire l'évolution de la masse apparente en fontion
de la masse versée, e modèle onsidère des ontraintes indépendantes de la position horizontale et
uniquement fontion de la profondeur z. La prise en ompte de la frition aux parois est supposée
pleinement mobilisée. La ontrainte de isaillement σxz est déterminée par la relation de frition
aux parois σxz = tan(φ)σxx, ave φ l'angle de frition entre les grains et les parois. Enn, les
ontraintes horizontales sont supposées proportionnelles aux ontraintes vertiales par un fateur de
proportionnalité K appelé onstante de Janssen. L'équilibre des fores sur une tranhe ∆z de masse
1.4 Propriétés et problèmes atuels des milieux granulaires non onsolidés 17
Mc = ρA∆z, où A est l'aire de la surfae horizontale et ρ la masse volumique des grains, permet
d'obtenir la relation
Ma = M∞[1− e−
Mv
M∞ ], (1.13)
ave M∞ la masse vers laquelle tend la masse apparente lorsque la masse versée est grande. Cette
masse limite est de la forme M∞ = Mc/αK tan(φ), ave α un fateur de dimensionalité.
Pour résumer, les milieux granulaires exhibent des omportements partiuliers, qu'ils soient géomé-
triques (désordre géométrique des ontats) ou en rapport ave la propagation des ontraintes (haînes
de fore, distribution de déformations de ontats). L'étude d'un empilement granulaire dans un réi-
pient, identique au modèle de Janssen présenté i-dessus, est la base de la ompréhension de la statique
de es milieux. Les mesures aoustiques permettent d'obtenir, entre autres, des informations sur l'élas-
tiité du milieu sondé. Puisque le milieu granulaire est omposé de ontats (obéissant à la théorie de
Hertz) distribués sur une large gamme de déformations statiques, il est attendu une forte non-linéarité
aoustique en omparaison des solides homogènes lassiques. Nous disutons dans ette setion des
diérentes non-linéarités suseptibles d'apparaître au sein de es milieux.
1.4.5 Les non-linéarités aoustiques
Les milieux granulaires présentent des aratéristiques non linéaires partiulières qui ne peuvent
pas s'expliquer par la théorie lassique de non-linéarité atomique [31℄. Les milieux granulaires doivent
es omportements à la présene d'inlusions molles dans une matrie plus rigide. Il a été disuté de la
distribution de ontats au sein de es milieux, ave la présene de ontats forts et de ontats faibles,
jouant le rle de spetateurs pour la propagation des ontraintes. Ces ontats faibles, de déformation
statique inférieure à la déformation statique moyenne des ontats du milieu, sont le siège de fortes
déformations sous l'appliation d'une ontrainte (aoustique par exemple). Ce sont es inlusions molles
qui réent la déviation du omportement élastique linéaire de la matrie rigide omposée des ontats
forts. La non-linéarité induite par es inlusions molles, souvent aratérisée par le paramètre de non-
linéarité quadratique β, peut être 103 à 104 fois supérieure à elle observée dans les milieux homogènes
(omme l'air).
Pour expliquer simplement l'origine de ette forte non-linéarité, un modèle unidimensionnel
omprenant des inlusions molles [5, 89℄ a été développé. Le modèle unidimensionnel masse-ressort
équivalent au réseau de billes a déjà été étudié dans e hapitre. Pour analyser l'eet des ontats faibles
sur la propagation aoustique et les non-linéarités du milieu, des raideurs faibles Ki (très inférieures
à elles de la matrie rigide onstituée de ontats forts de raideur K) ont été introduites ave une
densité linéique νm. Ce modèle est illustré sur la gure 1.7.
Les raideurs faibles introduites sont petites par rapport aux raideurs des ontats forts, soit
Ki = µK ave µ ≪ 1. Dans le as de faible non-linéarité, la relation ontrainte/déformation des
inlusions souples peut s'érire :
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Fig. 1.7  Modèle unidimensionnel masse-ressort ave prise en ompte d'inlusions molles de raideur
Ki = µK.
ave Ei le module d'élastiité de l'inlusion et Γn le oeient de non-linéarité d'ordre n. Pour les
ontats forts, la relation ontrainte/déformation est de la forme





ave E le module d'élastiité des ontats forts. Après alul, il est possible de montrer [5, 89℄ que le
module élastique moyen Emoy vaut Emoy = αEE ave
αE = (1 + νm/µ)
−1, (1.16)






Le oeient αE représente l'éart du module d'élastiité linéaire en présene d'inlusions au module
élastique linéaire du milieu homogène. Le oeient αΓ est l'éart de la non-linéarité d'ordre n en
présene d'inlusions à la non-linéarité lassique du milieu homogène. Les équations (1.16) et (1.17)
indiquent que le paramètre de non-linéarité αΓ augmente très rapidement en présene d'une densité
susante d'inlusions molles, jusque νm ≃ µ, alors que le paramètre élastique αE reste relativement
onstant. Par exemple, pour les valeurs νm = 10
−1
et µ = 10−4, les paramètres linéaire et non linéaire
(d'ordre 1) valent αE ≃ 1 et αΓ ≃ 103. Ce modèle simple permet de omprendre la grande sensibi-
lité des méthodes non linéaires (sensibles aux oeients non linéaires Γn) par rapport aux méthodes
linéaires (sensibles au module élastique linéaire du milieu) même pour une densité faible de ontats
faibles. Lorsque le nombre d'inlusions molles est très important νm ≃ 1, le paramètre de non-linéarité
αΓ hute et les méthodes linéaires sont plus sensibles pour déteter la faible densité d'inlusions molles
que les méthodes non linéaires.
Ce modèle phénoménologique a permis de omprendre le fort potentiel et la sensibilité des méthodes
d'aoustique non linéaire à la aratérisation des milieux omplexes omprenant des inlusions souples
(ontats faibles, ssures). Les manifestations non linéaires peuvent ependant être d'origines diverses.
Le ontat de Hertz, étudié en début de hapitre, joue un rle non négligeable dans es non-linéarités.
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A ela s'ajoute la possibilité de glissement des ontats dans le modèle de Hertz-Mindlin. Si la défor-
mation statique entre deux ontats est faible devant l'amplitude de la déformation aoustique, l'onde
peut ouvrir le ontat. Ce phénomène est le lappement (ouverture/fermeture des ontats), et il est
à l'origine d'une non-linéarité partiulière [85℄. Les phénomènes hystérétiques ont aussi été abordés.
La rihesse des omportements au sein d'un milieu granulaire et leur manifestation rendent diiles
l'interprétation des phénomènes aoustiques observés. Cette large gamme de non-linéarités, illustrée
















Fig. 1.8  Représentation des possibles non-linéarités du milieu granulaire dans le plan
ontrainte/déformation.
Dans la théorie non linéaire lassique (non-linéarité atomique), les non-linéarités sont faibles et
ausent une faible déviation par rapport à la loi linéaire de Hooke σ = f(ε). Pour une perturbation
aoustique ε˜ = ε˜A cosωt faible devant la déformation statique ε0, il est possible d'eetuer un

















3 + . . . , (1.18)
ave σ˜ = σ−σ0 la perturbation sur la ontrainte. Cette relation d'état, dans le as de variations doues
de la fontion f , est souvent introduite sous la forme
σ˜ = E(ε˜ + βε˜2 + δε˜3 + . . . ), (1.19)
ave E le module élastique linéaire, et β et δ les oeients non linéaires quadratiques et u-
biques. Une appliation de e développement en puissanes suessives est typiquement la loi
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ontrainte/déformation de Hertz sans lappement. En eet, la relation σ = f(ε) de Hertz en puis-
sane 3/2 est
σ = σ˜ + σ0 = C(ε˜+ ε0)
3/2, (1.20)
ave C une onstante dépendant des paramètres méaniques du milieu. Ii, par onvention, une
ompression orrespond à σ > 0 et ε > 0. Pour une exitation aoustique faible devant la déformation
statique des ontats ε˜≪ ε0, il n'y a pas d'ouverture du ontat et la relation ontrainte/déformation










ε˜+ . . . ]. (1.21)
L'analogie de la relation (1.21) ave le développement lassique en non-linéarités de puissanes sues-
sives (1.19) permet d'identier les paramètres de non-linéarités quadratiques et ubiques des ontats
de Hertz préontraints. Le paramètre non linéaire quadratique de Hertz β = 14ε0 est inversement pro-
portionnel à la déformation statique moyenne des ontats. Par le même raisonnement, le paramètre
de non-linéarité ubique de Hertz δ ≃ 1
ε2
0
est inversement proportionnel au arré de la déformation
statique moyenne des ontats. Ainsi, moins le ontat est omprimé, plus il se omporte de façon non
linéaire (toujours dans la limite ε≪ ε0).
Cette approhe montre que pour les non-linéarités doues (quadratiques, ubiques, Hertz sans
lappement), il est possible d'appliquer la méthodes des approximations suessives et d'identier les
paramètres non linéaires assoiés à un phénomène physique. Le développement non linéaire en puissane
suessives permet, par exemple, d'expliquer le proessus du mélange de fréquenes en asade. Lorsque
deux fréquenes f1 et f2 sont émises dans un milieu omprenant une non-linéarité doue, la première
interation non linéaire rée les fréquenes 2f1, 2f2, f1 + f2, f1 − f2, f1 − f1 et f2 − f2 au premier
ordre de mélange. Au deuxième ordre, les diérentes fréquenes ontenues dans le spetre interagissent
à nouveau pour réer un spetre fréquentiel enore plus rihe. Cette situation peut être diérente en
présene de non-linéarité omportant des points singuliers.
Par exemple, une non-linéarité de Hertz ave ouverture du ontat (lappement) orrespond à une
perturbation aoustique ε˜A supérieure à la déformation statique moyenne ε0 du ontat. La relation
ontrainte/déformation de Hertz (1.20) omprend alors une fontion de Heaviside pour prendre en
ompte l'ouverture et la fermeture du ontat. La distribution statistique de ontats existant au sein
du milieu peut aussi être introduite par une fontion Ψ(ν), où ν est le rapport de la déformation
statique du ontat onsidéré sur la déformation statique moyenne. La relation ontrainte/déformation
de Hertz ave lappement et prise en ompte de la distribution de ontats s'érit





Les impliations d'une relation d'état du milieu ave singularités, omme la relation (1.22) induit des
phénomènes non linéaires partiuliers sur la propagation aoustique. Le as partiulier de la prise en
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ompte du phénomène de Hertz ave lappement sur le proessus de mélange de fréquenes sera traité
dans le hapitre 3.
Lorsque la relation ontrainte/déformation du milieu σ = f(ε) (ou ses dérivées supérieures en
déformation) omporte des singularités, il n'est plus possible d'eetuer un développement de Taylor
de ette relation. C'est le as, entre autres, des relations ontrainte/déformation hystérétiques et
de Hertz ave lappement, illustrées sur la gure 1.8. La relation est bi-évaluée, 'est-à-dire que la
omportement élastique est diérent en fontion de la ontrainte appliquée et de son sens de variation.
Le omportement élastique, représenté par le module d'Young E = ∂σ/∂ε en fontion de la déformation
ε, pour les diérentes relations ontrainte/déformation disutées, est représenté sur la gure 1.9. La
ontrainte dépend alors de la déformation ε, de son sens de variation sgn(ε˙) et de l'amplitude de
déformation aoustique maximale εa
σ˜ = E(ε˜+ βε˜2 + δε˜3 + . . . ) + F (ε, sign(ε˙), εa), (1.23)














Fig. 1.9  Module d'Young instantanné E = ∂σ/∂ε pour les diérentes non-linéarités suseptibles
d'apparaître au sein du milieu granulaire.
La relation non linéaire hystérétique (1.23) dérit diérents méanismes hystérétiques, haun
ave une représentation diérente dans le plan ontrainte/déformation. Sur la gure 1.8, le modèle
hystérétique lassique et un modèle hystérétique ave glissement au niveau du ontat sont représentés.
Chaque ontat partiipe par son omportement élastique à l'hystérésis de la relation (1.23) et le milieu
peut être dérit par son espae de Preysah-Mayergoyz [35, 30℄. Ce modèle est basé sur l'hypothèse que
les propriétés élastiques d'un milieu (au niveau marosopique) résultent de la réponse totale d'éléments
élastiques individuels, haque élément pouvant avoir un omportement hystérétique ou non. Mais il
demeure une desription phénoménologique ne ontenant pas les méanismes physiques responsables
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des non-linéarités. Cette desription du omportement marosopique d'un milieu a été vériée ave
suès pour dérire le omportement statique ou dynamique de milieux non linéaires [32℄ (forte non-
linéarité, hystérésis, eets mémoires).
Cette desription des non-linéarités suseptibles d'apparaître dans les milieux granulaires a permis
d'identier la rihesse des méanismes pouvant intervenir dans la réponse non linéaire du milieu sous
une perturbation aoustique. Une ompréhension omplète des méanismes responsables de la forte
non-linéarité de es milieux reste à résoudre. Un objetif enore à réaliser est l'obtention d'une relation
ontrainte/déformation générale omprenant l'ensemble des phénomènes physiques présents dans es
milieux
σ = f(ε0, ε, ε˙,Ψ(ν), ν, F (ε, sign(ε), εa), . . . ). (1.24)
1.4.6 Problèmes atuels
Devant la grande variété de phénomènes ayant lieu au sein d'un empilement granulaire, pourquoi
utiliser des méthodes aoustiques, et non linéaires ? Une importante ommunauté de physiiens
ont apporté leur ontribution à l'étude de es milieux par des méthodes diérentes. Des méthodes
apaitives ont été employées pour la détermination de la ompaité d'un empilement de grains [66℄ ou
la distribution d'avalanhes se produisant lorsque la surfae libre du milieu granulaire dépasse l'angle
de repos [38℄. L'utilisation de la photoélastiimétrie a permis l'observation du réseau de haînes de
fore [86℄ et de mieux appréhender la distribution de ontraintes dans des empilement granulaires
préontraints [52℄. Des méthodes optiques par améra rapide permettent le suivi d'éoulements de
grains sur un plan inliné [76℄. Pour sonder le milieu et mesurer la distribution de fores entre ontats,
les premières méthodes utilisées furent le papier arbone [63, 54℄ puis la aratérisation d'un empilement
granulaire par rayonnement gammamétrique [73, 78℄ a permis d'étendre l'investigation de l'assemblage
géométrique de l'empilement au ÷ur de elui-i.
Cependant, es méthodes ne permettent pas d'aéder diretement aux aratéristiques élastiques
du milieu. Les mesures optiques, apaitives ou gammamétriques ont en eet pour avantage de
dérire géométriquement l'assemblage granulaire, par des mesures de la ompaité ou du nombre de
oordination par exemple. Les ondes élastiques sont alors une opportunité supplémentaire de sonder
le milieu autrement que sur son désordre géométrique. A travers la propagation d'ondes dans le milieu
granulaire, les propriétés méaniques du milieu sont aessibles. Ave des méthodes d'aoustique
linéaire, 'est-à-dire à faible amplitude aoustique, la aratérisation du milieu est non invasive.
Ces méthodes très employées dans les milieux granulaires sous forte préontrainte [40℄ permettent
d'identier les modes de propagation des ondes élastiques et le module d'élastiité du milieu. Lorsque
la longueur d'onde aoustique est de l'ordre du diamètre des grains, les ondes élastiques sont sensibles
au désordre ongurationnel du milieu [53℄. La présene d'une distribution statistique de déformations
entre ontats rend la desription de la propagation aoustique dans es milieux enore inomplète.
Par exemple, la propagation d'ondes préférentiellement le long du réseau de haînes de fore est
enore à vérier. Une modélisation eetuée au hapitre 4 nous permetttra de dérire l'inuene du
réseau de haînes de fore sur la propagation aoustique. Les méthodes d'aoustique non linéaire,
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sensibles à la présene de faibles ontats, peuvent alors apporter des informations supplémentaires
sur les propriétés physiques du milieu. Les phénomènes omme le lappement peuvent mettre en
évidene la distribution de déformation de ontats pour des plus faibles déformations [85℄ que les
méthodes optiques ou apaitives. Le omportement hystérétique du matériau granulaire peut aussi être
révélé [32℄ et permettre la ompréhension des méanismes physiques ayant lieu au niveau des ontats.
Nous verrons alors, dans le hapitre 4, omment les méthodes d'aoustique non linéaire peuvent nous
renseigner sur la physique des ontats et leur évolution au ours du proessus de ompation granulaire
présentée dans le hapitre 2.
1.5 Conlusion
De la desription mirosopique à travers l'étude des ontats jusqu'au omportement maroso-
pique d'un empilement, un milieu granulaire présente des manifestations partiulières. Ces milieux
exhibent un désordre géométrique, dû à l'arrangement aléatoire des grains, ainsi qu'un désordre des
fores de ontats inter-grains représenté par une distribution statistique des déformations statiques
entre ontats.
La propagation aoustique au sein de es milieux, introduite par une haîne de billes unidimension-
nelle, doit prendre en ompte une large gamme de phénomènes : dispersion, diusion, non-linéarité,
. . .. L'inuene du désordre des fores de ontats sur la propagation aoustique a été examinée à
travers la prise en ompte d'inlusions molles dans un modèle unidimensionnel simple. La sensibilité
des méthodes d'aoustique non linéaire relativement aux méthodes linéaires provient de la présene de
es inlusions, représentant les ontats faibles.
Un phénomène partiulier des milieux granulaires est la ompation d'un empilement. La om-
pation est un gain de volume du milieu réalisé grâe à une solliitation méanique extérieure. Pour
suivre l'évolution du milieu au ours de e proessus, l'investigation de la ompation granulaire par
des méthodes d'aoustique linéaire et non linéaire est réalisée.
Dans le hapitre 2, après un état de l'art sur la ompation granulaire, la ompation d'un
empilement de billes de verre est examinée ainsi que l'évolution des fontions de réponse en fréquene
du milieu.
Dans le hapitre 3, les méthodes d'aoustique non linéaire sont utilisées pour aratériser le milieu,
et leur sensibilité par rapport aux méthodes linéaires est mise en avant.
Dans le hapitre 4, l'inuene des haînes de fore sur la propagation aoustique est étudiée pour
un arrangement granulaire périodique.
Chapitre 2
Compation des milieux granulaires
Ce hapitre traite spéiquement de la ompation d'un empilement granulaire tridimensionnel
non onsolidé. La ompation d'un empilement granulaire onsiste à diminuer le volume du milieu, en
réarrangeant l'ensemble des grains sous l'ation d'une solliitation méanique extérieure. La néessité,
dans l'industrie, de ompater un matériau granulaire provient de la volonté d'obtenir des matériaux
denses, stables et de rigidité méanique maximale. Il est onnu qu'un empilement granulaire soumis
uniquement à la gravité (milieu granulaire non onsolidé) est au repos en l'absene de solliitation. Mais
une inme perturbation imposée au milieu peut être à l'origine de hangements struturaux [27℄, les
réarrangements des grains tendant à diminuer dans ertaines onditions l'espae des pores du milieu. Au
niveau industriel, la volonté d'obtenir un empilement ompat relève d'un gain de volume (stokage des
matériaux agroalimentaires) et d'une amélioration des propriétés (résistane méanique) du matériau
sous des solliitations extérieures, dont les appliations sont nombreuses ave l'essor de l'utilisation
des poudres et granulats dans l'industrie du béton (obtention d'une ompaité maximale), mais aussi
dans le génie ivil (stabilisation des sols avant onstrution, ballasts des voies de hemins de fer). Les
proédés ouramment utilisés pour ompater un milieu granulaire sont la ompression uniaxiale de
l'empilement et la vibration du milieu, généralement dans la diretion vertiale. Sous l'appliation
d'une forte ontrainte uniaxiale (rouleau ompresseur ou lâher de poids pour les sols), les grains
prohes de la surfae omprimée atteignent des déformations plastiques importantes pouvant amener à
la frature des grains. Cette ompation hautement irréversible est utilisée par exemple dans l'industrie
pharmaeutique pour transformer les poudres en omprimés. Elle n'est ependant utilisable que pour
des matières premières à faible valeur ajoutée. Lorsque l'intégrité des grains doit être préservée, omme
le stokage des matières agroalimentaires, des vibrations suessives sont employées. Cette méthode de
ompation est appelée "ompation doue".
Dans un premier temps, quelques rappels sur les expérienes pionnières de ompation (menées par
le groupe de Chiago dans le James Frank Institut, dans les années 1990 [39℄), et elles plus réente
(2000) du Groupe Matière Condensée et Matériaux à Rennes [79, 71℄), sont exposés. Dans un seond
temps, notre dispositif expérimental de ompation et la aratérisation de l'empilement granulaire par
des ondes élastiques sont présentés.
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2.1 Etat de l'art sur la ompation
La ompation doue par vibrations d'un empilement granulaire réé des réarrangements suessifs
de grains qui tendent à minimiser l'espae des pores, d'où une augmentation de la ompaité du milieu.
Nous avons dérit dans le hapitre préédent la ompaité d'un milieu granulaire omme étant le
rapport entre volume oupé par les grains et le volume total de l'empilement. Ce paramètre, grandeur
omplémentaire de la porosité du milieu, est une aratéristique géométrique de l'empilement aessible
de manière marosopique. Pour ette raison, la ompaité est un paramètre parmi les plus étudiés
pour dérire la manière dont un système granulaire désordonné passe d'une onguration initiale à un
état d'équilibre. La manière dont un empilement se réarrange sous les vibrations dépend d'un nombre
important de paramètres physiques du milieu, omme la distribution de tailles et de forme des grains, les
frottements entre grains (frition) et les frottements entre les grains et les parois latérales du réipient.
L'objetif des travaux des deux dernières déennies sur la ompation d'empilement granulaire est la
ompréhension des réarrangements struturaux entre grains et de la distribution statistique de fore
entre grains soumis à des vibrations. La majorité de es travaux porte sur des milieux granulaires
modèles pour simplier le problème de la ompation. Les systèmes granulaires ainsi onsidérés sont
onstitués de billes sphériques monodisperses (de même taille). La littérature la plus prolique sur
l'étude de la onguration d'un ensemble de partiules uniformes provient sans auun doute de la
modélisation de l'arrangement d'atomes ou de moléules dans les liquides, les verres et les matériaux
amorphes [25, 9℄, puis aux ensembles granulaires omposés de sphères uniformes [80℄. Les arrangements
ordonnés les plus ompats sont l'arrangement ubique faes entrées et l'arrangement hexagonal
ompat, de ompaité Φ = 0.74. En introduisant une ertaine quantité de désordre (disloations,
défauts ristallins), il est possible d'atteindre des ompaités omprises entre 0.74 et 0.64. Mais pour
un empilement désordonné, la ompaité est omprise entre deux valeurs limites nommées "random
loose paking" pour l'empilement aléatoire stable le moins ompat ave une ompaité de Φ = 0.56
et la ompaité maximale Φ = 0.64 du système désordonné "random lose paking". Ces deux valeurs
limites de ompaité d'un empilement désordonné sont empiriques et sans fondements mathématiques
jusqu'ii. La manière la plus simple d'obtenir un empilement granulaire aléatoire est de verser dans un
réipient les grains, les ompaités obtenues variant de 0.58 à 0.61 pour des empilements instables sous
vibrations. En réduisant les eets de la gravité, il est possible d'atteindre des ompaités inférieures
0.56 ≤ Φ ≤ 0.58, en injetant un gaz sous pression par dessous l'empilement par exemple. Pour
atteindre le "random loose paking", il faut don s'aranhir des eets de la gravité g → 0, la struture
atteint un seuil de perolation où l'eet de dilatane (expansion du milieu granulaire sous ontrainte
de isaillement) du milieu granulaire disparaît [68℄. Des ompaités plus élevées peuvent être atteintes,
dans la gamme 0.61 à 0.64. Pour ela, il est néessaire de vibrer l'empilement sur des temps susamment
longs. Si la ompaité d'un empilement monodisperse dépasse la valeur Φ = 0.64, alors l'empilement
ristallise partiellement. La limite de la struture aléatoire la plus ompate est diile à établir [80, 9℄.
Elle représente un empilement aléatoire (don sans ordre à ourte éhelle) assez dense tel qu'auune
augmentation de densité ne peut être atteinte sans apparition d'ordre à ourte éhelle.
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Pour des empilements de sphères de tailles variées, plus prohes des milieux naturels, les ompaités
maximales obtenues sont bien supérieures au 'random lose paking' de l'empilement monodisperse.
Des mélanges binaires et ternaires de tailles de billes [58, 6℄ ont été étudiés ar ils présentent un état
intermédiaire de omplexité entre la struture idéale monodisperse et une large distribution de grains.
Une dépendane entre le rapport des billes du mélange binaire et la ompaité maximale atteignable
est établie, orrespondant intuitivement au nombre maximum de petites sphères disposables entre les
pores des sphères de diamètre supérieur. Une distribution de taille plus large permet aussi par un
hoix judiieux de diamètres d'atteindre des ompaités prohes de l'unité [67℄. Ces expérienes sur le
mélange de grains polydisperses rejoignent les études mathématiques de pavage du plan par des erles
de taille variée initiées par Apollonius de Perga (200 avant J. C.) [57℄. Cependant l'étude théorique
et expérimentale de la ompation d'empilements polydisperses est grandement ompliquée par le
phénomène de ségrégation (séparation des grains en fontion de leur taille) au ours des vibrations.
La vibration d'empilements granulaires permet alors de parourir une large gamme de ompaité
et d'explorer les diérentes ongurations de la struture du milieu. Nous présentons ii des résultats
issus de travaux d'une équipe pionnière sur le proessus de ompation [46, 39℄ réalisées à Chiago
dans les années 1990, puis des expérienes plus réentes d'une équipe française (Rennes) spéialisée
dans la aratérisation de la ompation d'empilements granulaires notamment par des méthodes de
rayonnement gammamétrique [73, 79℄. La présentation de es expérienes est une introdution à la
ompation doue d'empilements granulaires, ainsi qu'à l'ensemble des phénomènes partiuliers propres
aux milieux granulaires non onsolidés vibrés : onvetion, états métastables, ....
2.1.1 Expérienes de Chiago
Le dispositif expérimental utilisé pour les expérienes de Chiago est présenté sur la gure 2.1. Il
est onstitué d'un ylindre en pyrex de diamètre D = 18.8 mm rempli de billes de verre monodisperses
de diamètre 2 mm. Par onséquent le rapport d'aspet de l'empilement (rapport entre le diamètre du
réipient et le diamètre des grains) vaut dh = D/d ∼ 10. L'empilement est ainsi fortement ontraint
et les eets de bord (parois) sont non négligeables puisqu'un matériau granulaire est perturbé par la
présene d'une paroi sur une distane d'au moins quatre diamètres de grains [7℄. Il est généralement
onsidéré que l'inuene des eets de bord est négligeable sur une distane d'au moins 10 à 20 diamètres
de grain [6℄. L'ensemble est seoué à la base par un pot vibrant délivrant des solliitations disrètes
espaées d'une seonde pour permettre une relaxation omplète du système (même si elle-i est quasi-
instantanée). Chaque seousse est un signal sinusoïdal à la fréquene 30 Hz pris sur une période. Le
hoix d'une basse fréquene pour l'exitation est néessaire pour que l'empilement se restruture entre
deux seousses. En eet, le temps de hute libre d'un grain de diamètre d sur une distane équivalente
à son diamètre vaut td =
√
2d/g, e qui orrespond à des fréquenes de quelques dizaines de hertz
pour des grains millimétriques. Un aéléromètre plaé à la base de l'empilement permet de quantier
l'amplitude de la seousse par son aélération à la base. Un paramètre normalisé Γ est déni omme
le rapport de l'aélération mesurée à la base sur l'aélération de la pesanteur. Pour une vibration
d'amplitude de déplaement A et de pulsation ω, l'amplitude normalisée vaut don Γ = Aω2/g.









Fig. 2.1  (a) Shéma simplié du dispositif expérimental de ompation de l'équipe de Chiago. (b)
le rapport d'aspet (diamètre du réipient sur diamètre des grains) utilisé lors de l'expériene.
Choix de la solliitation
L'intérêt de e type de solliitation omparée à une vibration ontinue repose sur plusieurs aspets.
Une solliitation disrète permet une mesure propre des paramètres du milieu (le mouvement des
grains n'est pas dû à la solliitation préédente) tout en évitant les ondes de surfae et le phénomène
de doublement de période apparaissant dans le as d'une vibration ontinue. Ce phénomène provient
diretement de la orrélation existante entre l'aélération imposée à la base de l'empilement et le
temps de vol des grains qui dépend de leur vitesse et phase lors de l'éjetion (voir gure 2.2). Lorsque
l'amplitude Γ de la solliitation ontinue est faible, le temps de vol τ est inférieur à la période T de la
vibration imposée. Les grains sont éjetés de la base lorsque leur aélération est supérieure à elle de
la gravité et retombent sur la base pour un temps T − τ sur un yle de vibrations.
Pour une amplitude limite Γlim, les billes retombent sur la base exatement lorsque l'aélération
vaut elle de la gravité et redéollent aussitt, par onséquent τ = T . Le phénomène de doublement
de période se produit lorsque l'amplitude de la solliitation dépasse Γlim. Après un premier vol long
(τ > T ), à la retombée des grains, l'aélération imposée est supérieure à g et il y a à nouveau déollage
mais ave une vitesse plus petite pour un vol ourt. Le temps de vol est un mouvement de période
2T , d'où le doublement de période, et il y a bifuration du temps de vol lorsqu'il atteint la période
T du mouvement de la base. Ce phénomène est à l'origine de l'apparition de sous-harmoniques de
la fréquene de vibrations dans la mesure des spetres du bruit de réarrangement des grains par un
pendule en torsion [17℄.
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Fig. 2.2  Apparition du phénomène de doublement de période ave l'augmentation de l'amplitude Γ
des vibrations ontinues.
Préparation de l'empilement et mesure de ompaité
Pour obtenir un empilement très peu dense, un jet d'azote gazeux à haute pression est envoyé
sous la olonne granulaire, e qui permet d'atteindre une ompaité reprodutible prohe de 0.57. Les
harges életrostatiques entre billes sont évitées par lavage des billes, et l'interation des billes ave les
parois minimisée par traitement des surfaes du réipient. Les mesures de ompaité sont réalisées par
méthodes apaitives. Pour ela, quatre ondensateurs plans sont situés à diérentes hauteurs le long
de la olonne granulaire. La fration volumique de l'empilement, qui varie linéairement ave la variation
de permittivité du milieu, est déduite de la variation de apaité des ondensateurs. En parallèle, un
dispositif optique évalue la hauteur de la olonne granulaire pour valider les mesures apaitives.
Courbes de ompation
Les ourbes d'évolution de la fration volumique de l'empilement ave le nombre de seousses (ou
"taps") pour diérentes amplitudes de seousses Γ sont présentées sur la gure 2.3. Le proessus de
ompation ave le nombre de taps est très lent. Cela se traduit par des expérienes néessitant jusqu'à
104 seousses pour atteindre un état d'équilibre. Pour es raisons, l'éhelle logarithmique est employée
pour représenter l'évolution de la ompaité. L'amplitude Γ des seousses joue partiulièrement sur la
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dynamique de densiation. A faible amplitude de seousse Γ ≤ 3, le milieu atteint des états d'équilibre
inférieurs à la struture dense du "random lose paking". Ces états d'équilibre sont appelés états
métastables. Les états naux atteints sont de ompaité roissante ave l'amplitude des solliitations
Γ. Pour des solliitations plus importantes 3 ≤ Γ ≤ 6, l'état nal atteint est prohe de Φrcp = 0.64 et
le omportement des ourbes de ompaité est analogue pour diérentes amplitudes Γ. Une amplitude
aratéristique Γc semble orrespondre à la transition entre les états métastables et l'état nal Φrcp.
Au dessus de ette valeur ritique Γc prohe de 2, le taux d'aroissement de la ompaité devient
nul après une séquene de 104 taps. Cette amplitude limite dépend prinipalement des onditions de
frottements entre billes et des billes ave les parois [46℄. Un autre résultat important est le aratère
homogène de la ompation de l'empilement sur la hauteur de la olonne au vue des mesures des
diérents ondensateurs. Seule la partie haute de l'empilement (située à 80 cm) dière en ompaité
du reste de l'empilement, ave une densiation sans limite nale atteinte au ours de l'expériene.
(a) (b)
Fig. 2.3  (a) : Compaité mesurée à la base de l'empilement en fontion du nombre de seousses pour
des amplitudes de solliitations roissantes. (b) : Inuene de l'histoire du système par mesure de la
ompaité après 105 taps ave augmentation (erles noirs), diminution (erles blans) et à nouveau
augmentation (arrés noirs) de l'amplitude Γ des seousses.
Loi d'ajustement du proessus de ompation
Une loi empirique, inversement proportionnel au logarithme du nombre de seousses, a été
proposée [46℄ pour aratériser la dynamique de ompation :
Φ(t) = Φ∞ − ∆Φ∞
1 +B ln(1 + tτ )
. (2.1)
Cette loi fait intervenir quatre paramètres. La valeur nale de ompaité Φ∞ et l'aroissement
total de ompaité ∆Φ∞ sont aessibles expérimentalement. De l'ajustement sont extraits un temps
aratéristique τ de dynamique ompation, qui déroît ave l'amplitude de seousses, et un paramètre
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B sans interprétation physique. Cette équation dière notablement par son aspet empirique des lois
d'ajustement proposées jusqu'alors. Un modèle de double exponentielle [3℄ a été utilisé pour dérire
deux types de mouvements pour les grains, des mouvements individuels ou olletifs. Les mouvements
individuels de grains sont aratérisés par un temps de relaxation τind et les mouvements olletifs
de grains, amenant à une modiation d'ensemble de la struture de l'empilement, par un temps
aratéristique τcol. Une loi de relaxation exponentielle est alors assoiée à haque mouvement de
grains
Φ(t) = Φ∞ −∆Φinde−t/τind −∆Φcole−t/τcol . (2.2)
Enn, une loi issue de la physique des verres est ouramment utilisée pour dérire les systèmes
thermiques hors équilibre. La loi de Kohlraush-Williams-Watts ou fontion KWW, aratéristique
du omportement des verres fragiles prohes de la température de transition vitreuse [19℄, est une
exponentielle étendue aratérisant l'hétérogénéité spatiale de relaxation dans les verres




ave τ un temps aratéristique de relaxation du système hors équilibre, et β un paramètre ajustable.
Inuene de l'histoire du système
La variation de l'amplitude des solliitations fournies à l'empilement sur la dynamique de om-
pation peut mettre en évidene l'eet mémoire du milieu. En eet, l'état du milieu granulaire à un
instant t dépend des ongurations préédentes du système. Une expériene employée [44℄ pour a-
ratériser et eet mémoire est la vibration d'empilements par des solliitations d'amplitude diérente
jusqu'à l'obtention d'une même ompaité. Les empilements obtenus, de même ompaité, sont ensuite
soumis à des solliitations de même amplitude. Il en résulte une dynamique d'évolution diérente des
empilements suivant les solliitations antérieures. En passant d'une amplitude de solliitation Γ1 faible
à une amplitude plus forte Γ2 > Γ1, le milieu se dilate [44, 66℄ avant de retrouver une évolution las-
sique de densiation. La aratérisation de l'état asymptotique de ompaité du milieu en fontion de
l'amplitude des seousses Γ permet de retrouver ette inuene de l'histoire du système. Pour ela, un
empilement granulaire est vibré sur une séquene de 105 taps pour diérentes amplitudes de solliita-
tions et la ompaité nale est mesurée (voir la gure 2.3). Dans une première phase, en inrémentant
progressivement l'amplitude de la seousse Γ de Γ = 0.5 à Γ = 7, des ompaités nales roissantes
sont obtenues jusqu'à un seuil ritique Γcr au dessus duquel la ompaité diminue. La deuxième phase
onsiste à diminuer progressivement l'amplitude Γ. La ourbe obtenue pour les amplitudes roissantes
est à nouveau dérite jusqu'au seuil ritique Γcr puis diverge vers de plus hautes ompaités pour de
faibles solliitations. Une branhe partiulière de ompaité est ainsi dérite plusieurs fois, appelée
branhe "réversible". Pour de fortes amplitudes de solliitations, le milieu granulaire atteint un vé-
ritable état stationnaire reprodutible. Au ontraire, pour de plus faibles solliitations, une branhe
irréversible existe selon le sens de variation de l'amplitude des seousses. L'éhantillon granulaire est
piégé dans un état métastable non reprodutible.
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Ces résultats présentent une forte analogie ave les systèmes vitreux, à l'origine de l'utilisation de
la loi KWW (2.3). Au vu des résultats préédents, pour ompater rapidement un milieu granulaire,
une tehnique onsiste à ompater le système au-dessus de l'amplitude ritique Γcr, puis à diminuer
progressivement l'amplitude Γ en parourant la branhe irréversible. Cette tehnique est analogue à
la trempe dans les systèmes vitreux, où le taux de refroidissement |dTdt | doit être le plus faible possible
pour annuler les defauts du milieu, an que les temps de réarrangements struturaux oïnident ave
le temps de refroidissement du système. Par analogie, en remplaçant la température T pour les verres
par l'amplitude des seousses Γ, une démarhe eae onsiste à utiliser initialement une amplitude
de solliitation importante puis ompater ave un taux de ompation |dΓdt | faible.
2.1.2 Expérienes de Rennes
Après la présentation des travaux de Chiago, des résultats réents sur la physique de la ompation
sont exposés à travers les études de l'équipe de Rennes. Les moyens usuels de mesure de la ompaité
onsistent en une mesure optique de la hauteur de l'empilement ou des mesures apaitives, ou résistives,
de la transmission à travers le milieu étudié. Dans es résultats, un dispositif gammamétrique de mesure
de l'absorption du rayonnement du milieu granulaire et la possibilité de visualiser le mouvement des
grains jusqu'à 4 cm à l'intérieur du réipient sont mis en plae. Cette méthode a pour avantage









Fig. 2.4  (a) Shéma simplié du dispositif expérimental de ompation de l'équipe de Rennes. (b)
Rapport d'aspet (diamètre du réipient sur diamètre des grains) utilisé lors de l'expériene.
Le dispostif expérimental utilisé dans les expérienes de Rennes est présenté sur la gure 2.4. Il
onsiste en une uve ylindrique en verre de diamètre D = 95mm remplie de billes de verre de diamètre
2.1 Etat de l'art sur la ompation 33
variant entre 0.5 et 10 mm pour obtenir des rapport d'aspet s'éhelonnant de 200 à 10. L'eet des
parois et la mise en ordre à ourt terme sont ainsi évités, étant donné l'éartement latéral hoisi.
L'empilement lâhe de départ est obtenu par versement à débit rapide des billes sur un tamis disposé
au fond du réipient, elui-i étant retiré à vitesse régulière pour aérer l'empilement et obtenir des
ompaités initiales prohe de 0.58. Le prinipe de mesure est ii brièvement rappelé. Une soure de
ésium émet un faiseau de photons qui est foalisé après passage dans un ollimateur ; après passage
dans l'empilement, le faiseau est à nouveau ollimaté avant de renontrer un déteteur transformant
la quantité de photons inidents en un signal életrique proportionnel à l'énergie reçue. La mesure
du signal életrique reçu quantie l'absorption du signal par le milieu, qui est proportionnelle à la
ompaité loale de l'empilement sondé par le faiseau. Ce dispositif permet d'obtenir une mesure de
ompaité loale ave une préision de 0.3%. Le réipient est plaé sur un exitateur életromagnétique
générant des impulsions basses fréquenes et l'ensemble est installé sur un ban piloté permettant
une rotation autour de l'axe vertial et des translations selon les trois axes de l'espae pour sonder
l'ensemble de l'empilement.
Courbes de ompation
Les aratéristiques des ourbes de ompation obtenues lors de es expérienes sont les suivantes :
 la ompaité nale Φ∞ atteinte à l'état stationnaire est d'autant plus faible que l'amplitude des
solliitations est forte,
 plus l'amplitude des seousses Γ est forte, plus la dynamique de ompation est rapide (l'état
stationnaire est atteint plus rapidement),
 l'étude des prols de ompaité sur la hauteur de l'empilement montre que la ompation est un
phénomène loal ave une densiation homogène de l'empilement.
Les évolutions observées expérimentalement sont bien modélisées par la loi KWW ( 2.3) en exponentielle
étendue ave un omportement d'Arrhenius pour la loi inétique de ompation : ln(τ) ∼ Γ−1. Enn,
la dynamique de ompation est plus rapide que dans les expérienes de Chiago. En eet, l'état nal
est atteint au bout de 102 taps ontre 104 seousses pour les expérienes de Chiago. Cette dynamique
rapide est l'eet du omportement onvetif observé dans l'ensemble de l'empilement.
Inuene de la onvetion
La onvetion dans un empilement granulaire sous solliitations orrespond aux déplaements
olletifs de grains sur la hauteur de l'empilement. Cet eet est nettement sensible aux onditions
aux parois. Le frottement des grains aux parois diminue le déplaement des billes relativement à elles
à l'intérieur du réipient (loin des bords). Ce phénomène rée un déséquilibre dans le mouvement
des grains réant des rouleaux de onvetion entre les grains à la périphérie du réipient (dans un
mouvement desendant) et eux au entre de l'empilement (mouvement asendant). Cet eet est à
l'origine de la formation d'une surfae libre non plane de la olonne granulaire. Une étude de la
onvetion par l'équipe de Chiago a montré, à l'aide du mouvement de traeurs dans l'empilement,
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que la onvetion respete la symétrie ylindrique du réipient [45℄. L'utilisation d'un réipient plus
large par l'équipe de Rennes permet d'étudier une large gamme de rapport d'aspet et d'observer une
brisure de la symétrie ylindrique par la visualisation des vitesses et déplaements de grains à la paroi.
La mise en tas de l'empilement est observée, montrant l'existene d'une amplitude de solliitation
seuil Γtas pour laquelle l'empilement forme à sa surfae un tas inliné suivant deux plans dont l'un
est plus grand que l'autre (voir gure 2.5). Au dessus de Γtas, le tas est de forme onique à symétrie




Γ < Γtas Γ ∼ Γtas Γ > Γtas
Fig. 2.5  Eet de la onvetion au ours de la ompation sur la mise en tas en fontion de l'amplitude
des seousses [78℄.
La onvetion qui a lieu dans un empilement granulaire sous solliitations permet d'atteindre plus
rapidement l'état stationnaire, des empilements de plus grande ompaité, et est plus importante pour
des assemblages de grains polydisperses que monodisperses [78℄.
Inuene d'une harge sur l'empilement
Pour notre dispositif expérimental de ompation, il s'avère néessaire de omprendre l'eet d'une
harge plaée au sommet de l'empilement et son inuene sur la ompation. Cette surharge impose
une ontrainte vertiale onstante sur le milieu et interdit l'inlinaison de la surfae de l'empilement.
L'eet majeur de et ajout de masse est le ralentissement de la dynamique de onvetion et de
ompation de l'empilement. La ompaité maximale atteinte est supérieure au as sans harge pour
des solliitations de même amplitude [71℄.
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2.1.3 Simulation numérique
Les expérienes de ompation ont mis en évidene une phénoménologie rihe : relaxation lente
de l'empilement, eets mémoires, analogie ave les verres. Les simultations numériques ont alors pour
intérêt de onsidérer l'inuene d'un grand nombre de paramètre (oeient de frottement, taille des
billes, . . .) sur le proessus de ompation et d'élairer les résultats expérimentaux. Diérentes ap-
prohes numériques ont été réalisées, ii reportées suintement dans un exposé non exhaustif.
Les modèles phénoménologiques sont liés à la notion de volume libre et de ontraintes géométriques
entre grains. Les modèles de volume libre [10℄ onsidèrent une variation de ompaité entre deux se-
ousses proportionnelle à la probabilité qu'un nombre de grains susamment important se réarrangent.
Une évolution de la ompaité en inverse du logarithme du nombre de seousses est retrouvée, ave
une limite asymptotique indépendante de l'amplitude de la solliitation. Les branhes réversibles et
irréversibles sont obtenues, ainsi que l'eet mémoire de l'empilement. D'autres modèles assoient l'en-
semble de grains à des "lusters" [26℄, ou groupement de grains de tailles variés se réorganisant selon
diverses lois dynamiques. Ce remplissage des vides de l'empilement est à l'origine de modèles plus
abstraits, omme le modèle du Tétris [12℄ ou du Parking [83℄, pour lesquels la probablité de dépla-
ement de pièes anisotropes sont analysées en fontion du nombre de seousses et des vides laissés
vaants dans le système granulaire. Etant éloignés de la réalité, es modèles permettent d'obtenir la re-
laxation lente du système et les branhes réversible-irréversible en fontion de l'amplitude des seousses.
Une modélisation plus réaliste de la ompation granulaire est un modèle de type Monte-
Carlo [2, 3, 72℄. L'empilement de départ est obtenu par déposition séquentielle des billes. Chaque
seousse onsiste en une dilatation du milieu suivie d'une phase de redéposition sous la gravité. L'em-
pilement a ainsi la possibilité de se réarranger entre haque seousse, et va progressivement se restru-
turer. L'intérêt de es méthodes est la possibilité de simuler un grand nombre de seousses permettant
la lente réorganisation struturale. Les premières études de type Monte-Carlo suggèrent une évolution
temporelle de la ompation granulaire en double exponentielle [3℄, aratérisée par la loi de relaxa-
tion (2.2). Il est aussi possible d'étudier l'état strutural de l'empilement. L'analyse du réseau de
ontats montre qu'à fortes amplitudes de seousses, les eets individuels de déplaement de partiule
domine [3℄, et que la struture spatiale des haînes de fore est très sensible à l'amplitude des seousses.
Le prol vertial de ompaité peut aussi être analysé, montrant une ompation homogène sur la hau-
teur de l'empilement exepté sur une zone prohe de la surfae libre de l'empilement [4℄.
Les méthodes d'élément disret, omme la dynamique moléulaire, permettent d'intégrer aux simu-
lations dynamiques le déplaement des billes et les hos entre elles-i selon des lois physiques [82℄. Les
grains sont alors onsidérés déformables. Les fores interagissant entre les grains sont alulées à partir
des lois physiques onsidérées (loi de Hooke élastique, frottements entre grains), puis les équations du
mouvement sont intégrées sur l'ensemble des grains. Ces simulations sont ependant très oûteuses en
temps de alul, et ne peuvent ainsi analyser l'empilement sur une longue séquene de ompation.
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L'aent est alors partiulièrement porté sur le phénomène de onvetion pouvant survenir rapidement
au sein de l'empilement. Elles ont de plus l'inonvénient de onsidérer des billes "molles" déformables.
Pour palier à e défaut, la dynamique des ontats privilégie des billes indéformables ne pouvant pas
s'interpénétrer. Ce modèle permet d'obtenir l'eet mémoire aratéristique des granulaires, tout en
étant très prohe de la physique du milieu.
Puisque les milieux granulaires sous ompation semblent présenter une analogie ave les verres,
des approhes thermodynamiques ont été réalisées [23, 22℄. Les milieux granulaires sont athermiques,
pour des grains susamment gros, et la thermodynamique lassique ne peut s'appliquer. Une approhe
de physique statistique a été proposée [22℄ pour les poudres denses sous solliitations modérées. En
onsidérant le prinipe de onservation de volume, un équivalent de la température thermodynamique
est proposé, la ompativité. Une température eetive du milieu granulaire, appelée température
d'Edwards, est introduite et permet la desription de la relaxation du système hors de son équilibre [55℄.
Il reste ependant à valider expérimentalement e onept [56℄.
Bilan sur la ompation granulaire
La ompation d'un empilement granulaire est un proessus lent, logarithmique ave le nombre de
seousses. Une aratéristique de l'évolution de es milieux vers leur état d'équilibre est la dépendane
de la ompaité nale du milieu ave l'amplitude des solliitations imposées. Ces diérents états,
diérents du "random lose paking" Φ = 0.64, sont des états métastables. Un milieu granulaire
onserve dans son état strutural l'histoire du milieu, 'est-à-dire que son état de ompaité à un
instant donné dépend de l'amplitude des solliitations préédents, et don des ongurations passées.
L'eet des parois du réipient ontenant le milieu granulaire est prépondérant sur une distane de l'ordre
de dix à vingt diamètres de grains. Cei explique l'importane du hoix des dimensions du dispositif à
onevoir pour ompater un empilement. Dans la setion suivante, notre dispositif expérimental mis
au point pour ompater un assemblage granulaire est présenté.
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2.2 Dispositif expérimental
Nous avons proédé à des expérienes de ompation sur un dispositif simple autorisant le suivi
aoustique de l'empilement au ours du proessus de densiation. Dans ette partie sont présentés les
moyens mis en oeuvre pour ompater le milieu granulaire non onsolidé, la mesure de la ompaité
















Fig. 2.6  (a) Photographie du dispositif expérimental de ompation. (b) Shéma de prinipe du
dispositif de mesure : exitation, mesure de la ompaité, mesures aoustiques.
2.2.1 Dispositif de solliitation
Le dispositif de ompation est représenté sur la gure 2.6. L'expériene onsiste à faire vibrer
par des solliitations disrètes, ou taps, une uve remplie de billes de verre monodisperses. Alors
que la plupart des expérienes de ompation reportées dans la littérature utilise des réipients
ylindriques [46, 78℄, notre volonté de positionner des apteurs ultrasonores le long des parois de
part et d'autre de l'empilement nous a ontraint à utiliser une uve retangulaire. Par onséquent, les
transduteurs s'ajustent parfaitement aux parois sans être intrusifs. Les dimensions de ette uve sont
8×8 cm de té pour une hauteur de 25 cm. Le matériau utilisé pour le réipient est du Makrolon pour
sa haute résistane (évite la ssuration du matériau lors de l'appliation des apteurs) et sa transparene
optique (an de suivre l'évolution du milieu). L'ensemble du dispositif est seoué à sa base mobile par
un pot vibrant életromagnétique LDS V406 plaé sous la uve. Le signal de ommande de e pot
vibrant est un signal sinusoïdal de fréquene 60 Hz, pris sur une période, généré par un générateur de
fontion AGILENT 33120A. Les solliitations suessives sont séparées par un délai de l'ordre de la
seonde pour permettre au milieu de se relaxer et d'eetuer les mesures aoustiques sur un empilement
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statique. Cette ommande est envoyée par l'intermédiaire d'un ampliateur de puissane LDS PA100E
à gain ajustable, permettant de faire varier l'amplitude du signal transmis. Un aéléromètre situé à
la base de l'empilement vibré permet une mesure de l'amplitude de la solliitation, dont un signal
typique est présenté sur la gure 2.7. L'aélération mesurée présente un pi d'aélération négative
d'amplitude −γmax. L'aéléromètre, plaé sous la base mobile, mesure une aélération négative dans
la diretion opposée à la fore de pesanteur. L'amplitude de la solliitation est obtenue en normalisant





Les amplitudes normalisées de solliitations aessibles à l'expériene se situent entre Γ = 0.5 et Γ = 5.



























































0 5e-06 1e-05 1.5e-05 2e-05 2.5e-05 3e-05 3.5e-05 4e-05
Fig. 2.7  (a) Signal aélérométrique apté à la base de l'empilement lors d'une seousse. (b) Signal
ultrasonore rééhi par la plaque posée à la surfae de l'empilement.
2.2.2 Matériau utilisé
La grande majorité des expérienes de ompation a été réalisée ave des billes de verre de diamètre
d = 2 mm (Centraver Composites1). La taille millimétrique hoisie permet d'obtenir un ensemble
de grains sphériques présentant une faible polydispersité (variation de rayon inférieure à 2%). La
gure 2.8(a) présente une photographie obtenue au mirosope et onrme en eet la taille annonée
par le onstruteur, le aratère monodisperse ainsi que la sphériité des billes.
Pour analyser l'eet du diamètre des billes sur le proessus de ompation ainsi que sur la
propagation aoustique, des billes de diamètre 0.7 mm (SiLiBeads2) ont aussi été utilisées. Ces billes
présentent une plus grande distribution de tailles (voir la photographie de la gure 2.8(b)).
1
CENTRAVER COMPOSITES & POLYMERS, 62, boulevard de Beaubourg, 77184 EMERAINVILLE
2
voir le site http://www.sigmund-lindner.om/glitter/web/SiLibeads-Glass_id_92_.htm
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(b)
(a)
2 mm 2 mm
Fig. 2.8  (a) Photographie des billes de verre de diamètre 2 mm. Les billes sont sphériques et assez
monodisperses. (b) Photographie des billes de verre de diamètre 0.7 mm. La sphériité des billes est
onservée mais une nette polydispersité apparaît. (photos M. Fouqueray)
La masse volumique des billes de verre utilisées dans la suite du doument est 2500 kg/m3 pour
un module d'Young de 65 GPa. Au total une masse de 2 kg de billes est plaée dans la uve, e qui
orrespond pour les billes de 2 mm à environ 200000 billes. L'empilement initial de faible ompaité
est obtenu en versant les billes ave un débit rapide dans la uve, geant la position des grains et
empêhant elles-i de se réarranger. L'aroissement de ompaité du milieu est alors plus important
pour un empilement initial de faible ompaité et permet une analyse plus simple du omportement
du milieu granulaire sous solliitation vertiale. En utilisant ette préparation, la hauteur initiale de












ave R le rayon des billes, D la dimension latérale de la uve et Nbilles le nombre de billes versées obtenu
par mesure de la masse du tas de billes. La ompaité initiale obtenue est alors co = 0.585 ± 0.005.
2.2.3 Mesure de la ompaité
La variation de ompaité de l'empilement granulaire est estimée à partir de la mesure de la
variation de hauteur de la olonne granulaire par une méthode ultrasonore. Pour ela, une plaque
rééhissante de masse M = 60 g est plaée sur l'empilement une fois l'empilement initial réé. Deux
transduteurs ultrasonores Panametris V306 sont disposés en onguration transmission/réexion au
dessus de l'empilement (voir la gure 2.6). L'angle entre les transduteurs par rapport à la vertiale est
assez faible pour se plaer dans l'hypothèse d'une réexion normale de l'onde par rapport à la plaque.
Les signaux émis sont des impulsions de fréquene entrale 2 MHz, générées par l'intermédiaire d'un
40 2 Compation des milieux granulaires
générateur d'impulsions SOFRANEL. Un exemple de signal reçu après réexion est présenté sur la
gure 2.7(b). Pour l'empilement initial de ompaité co, une mesure en réexion permet d'obtenir le
temps de vol de l'onde après réexion sur la plaque. Les transduteurs étant désolidarisés du dispositif
de ompation, le déalage de e temps de vol permet d'estimer la diminution de la hauteur de la
olonne de grains et ainsi l'évolution relative de la ompaité du milieu par rapport à la ompaité
initiale. Le signal reçu étant omposé de plusieurs périodes hautes fréquenes ave une amplitude
modulée (l'enveloppe), le déalage du temps de vol est estimé soit par détetion de son maximum, soit
par orrélation ave le signal mesuré pour l'empilement initial. Le déalage du temps de vol obtenu
par es deux méthodes est identique et valide le traitement proposé.
Il est lair que le dispositif de mesure proposé est un dispositif simple ne permettant pas une
mesure absolue de la ompaité du milieu mais bien une mesure relative de la ompaité par rapport
à l'état initial. Les résultats obtenus sont ependant susants dans le but de dérire qualitativement
l'évolution du milieu granulaire sous solliitation, l'aent étant porté dans es travaux sur la desription
des phénomènes aoustiques.
2.2.4 Courbes de ompation
La gure 2.9 présente l'évolution de la ompaité du milieu onstitué de billes de verre de diamètre
2 mm pour diérentes amplitudes de solliitations Γ. L'évolution du milieu vers un état nal est
très lente, ave une dynamique logarithmique. L'utilisation d'une éhelle logarithmique en absisse (le







































Fig. 2.9  Courbes de ompation obtenues pour une séquene de n = 5.104 taps ave diérentes
amplitudes de solliitations. Les billes de 2 mm de diamètre sont utilisées.
D'après l'insert de la gure 2.9, l'état nal n'est pas stationnaire après une séquene de 5.104
taps, alors même qu'au bout de 15.103 taps l'aroissement de ompaité est inférieur à 10 % de
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la valeur nale obtenue. Diérents états métastables sont obtenus dépendants de l'amplitude des
seousses, ave des états naux Φ∞ roissants ave l'amplitude Γ. Ce résultat est à mettre en parallèle
ave les dynamiques de ompation obtenues par l'équipe de Chiago, dont l'état nal roît aussi
ave l'amplitude des solliitations. Les ourbes de ompation présentées sont des moyennes sur
inq réalisations, haque expériene de ompation durant une dizaine d'heures sans les mesures
aoustiques. Malgré l'inertitude liée au dispositif de mesure sur la valeur absolue de la ompaité du
milieu, les états naux pour des solliitations supérieures à Γ = 3 n'atteignent pas des ompaités
supérieures à Φrcp = 0.64 et le milieu ne ristallise don pas loalement. Cette observation est
d'autant plus surprenante que le hoix de parois arrées semble failiter la ristallisation aux bords du
réipient. L'observation de l'empilement au niveau des parois transparentes a ependant onrmé une
ristallisation loale (de l'ordre de 5 à 10 grains) en n de ompation. Cette mise en ordre périphérique
au réipient ne progresse pourtant pas de la base de l'empilement jusque la partie supérieure, omme il
peut être attendu. Elle semble loalisée à diérents niveaux sur la hauteur de l'empilement. A priori, les
grains ont tendane à s'ordonner à la base de l'empilement puis progressivement et ordre se transmet
aux ouhes supérieures de l'empilement. Une manière lassique d'éviter e phénomène est de réer
une base rugueuse omposée de grains ollés de manière désordonnée pour éviter ette ristallisation.
Ce dispositif n'a pas été testé dans e travail.
Les ourbes de ompation obtenues sont bien modélisées par la loi KWW (2.3) en exponentielle
étendue. Le temps aratéristique de relaxation τ du proessus de ompation diminue lorsque l'am-
plitude des seousses augmente, passant d'un temps aratéristique τ ∼ 4900 n−1tap pour Γ = 1.5 à un
temps τ ∼ 470 n−1tap pour Γ = 3.5. La inétique de ompation est ainsi assez prohe de elle observée
par l'équipe de Rennes mais le manque de données sur une large gamme d'amplitude Γ de solliitations
nous empêhe de vérier une loi linéaire entre ln(τ) et Γ−1. Le paramètre β aratérisant l'étalement de
la transition du proessus de ompation vers l'état nal varie entre 0.25 et 0.35 pour les trois sollii-
tations présentées. La inétique de ompation observée est plus lente que pour les expérienes menées
à Rennes, mais prohe des ourbes de ompation de l'équipe de Chiago, malgré un rapport d'aspet
plus grand pour nos expérienes. Plusieurs auses peuvent expliquer e phénomène très lent (plus de
104 seousses pour approher l'état nal). Tout d'abord, l'eet de la plaque posée sur l'empilement
pour les mesures ultrasonores de ompaité a tendane à ralentir la dynamique de ompation. La
mise en tas est évitée, et la plaque assure une surfae plane en haut de l'empilement, e qui explique
l'obtention de ourbes de ompation très lisses. Les phénomènes onvetifs sont ainsi limités et la
ompation du système ralentie. Les parois arrées du réipient hoisi inuent aussi sur la dynamique
de ompation ave une tendane au ralentissement omparé à l'emploi d'un réipient ylindrique [71℄.
Ces deux phénomènes ouplés expliquent en partie le temps néessaire à l'empilement pour atteindre
son état nal.
L'étude de l'inuene de la taille des billes (gure 2.10) montre que pour une solliitation égale
Γ = 1.3, la inétique de ompation est augmentée ave un temps aratéristique τ ∼ 550 n−1tap pour des
billes de diamètre 0.7 mm ontre τ ∼ 800 n−1tap pour les billes de 2mm de diamètre. Il est supposé que la





































Fig. 2.10  Eet de la taille des billes sur la ompation d'un empilement de billes de diamètre 2 mm
et 0.7 mm à amplitude de solliitation Γ = 1.3.
onvetion est aélérée ave la diminution de la taille des billes, e qui peut expliquer l'augmentation
du temps aratéristique τ . A paramètre d'étalement β ∼ 0.31 équivalent, la ompaité nale atteinte
pour l'empilement de billes de 0.7 mm de diamètre est supérieure de 0.5 à elle des billes plus grosses,
e gain de ompaité pouvant provenir de la nette polydispersité obervée sur la gure 2.8 omparée
aux billes de 2 mm de diamètre.
Bilan sur la ompation de milieux granulaires
Après un exposé non exhaustif de la littérature existante sur la ompation granulaire, le dispositif
expérimental a été présenté. La variation de ompaité du milieu est obtenue par une mesure ultrasonore
simple. Les états naux de ompaité du milieu diérents selon l'amplitude de solliitation sont
observés, et l'eet de la taille des billes sur la dynamique de ompation disutée. D'après les ourbes
de ompaité relative, les faibles variations de e paramètre néessitent une grande préision de mesure
de sa valeur absolue pour aratériser géométriquement l'assemblage granulaire. Au bout de 103
solliitations, l'aroissement de ompaité est faible. Le milieu ontinue ependant de se réorganiser,
au moins mirosopiquement au niveau des ontats. Dans la suite du doument, des ondes élastiques
sont utilisées pour sonder le milieu, et observer la sensibilité des méthodes aoustiques par rapport
aux méthodes lassiques (optiques, apaitives) sur le proessus de ompation. En premier lieu, la
aratérisation linéaire du milieu est eetuée par des fontions de réponse aoustique en fréquene
de l'empilement. Dans le hapitre 3, des méthodes d'aoustique linéaire et non linéaire sont utilisées
pour aratériser les diérentes méanismes physiques se produisant au niveau des ontats, et leur
évolution au ours du proessus de ompation.
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2.3 Caratérisation ultrasonore du milieu granulaire
Au ours de la ompation granulaire, deux transduteurs ultrasonores longitudinaux Panametris
V3052 sont utilisés pour sonder le milieu par des ondes élastiques. Ces transduteurs de rayon 2 cm ont
une réponse large bande entrée sur 100 kHz et sont plaés à environ 7 cm du fond de l'empilement (voir
la gure 2.6), pour éviter le ambement des parois latérales sous le poids des apteurs. La onnaissane
de la réponse en fréquene des transduteurs d'émission et de réeption est néessaire pour s'aranhir
de leurs eets sur la mesure de la réponse du milieu. Ces apteurs n'ont pas de réponse plate en
fréquene. Le domaine d'utilisation se situe sur le bord inférieur de leur bande passante, de 1 à 80
kHz. La réponse en fréquene de es apteurs est monotone jusqu'aux très basses fréquenes (voir la
gure 2.11). La linéarité de ette réponse ave l'amplitude du signal émis a été expérimentalement
vériée par un vibromètre laser mesurant la vitesse à la surfae du transduteur, pour des tensions
variant de 1 V à 100 V . Un omportement non linéaire est lairement observé pour des fréquenes très
basses f < 500 Hz ave une forte atténuation du signal de sortie par rapport à la tension en entrée.
Cependant, la limite fréquentielle inférieure dans ette étude est f ≃ 900 Hz, et les non-linéarités
aoustiques observées n'ont pas pour origine la haîne de mesure.





















































































Fig. 2.11  Fontions de réponse en fréquene des transduteurs ultrasonores sur la gamme de fréquene
étudiée pour diérentes tensions d'exitations, normalisées par l'amplitude életrique d'exitation. La
réponse est linéaire jusqu'aux basses fréquenes f ≤ 500 Hz. Insert : Réponse en très basses fréquenes
et la limite fréquentielle d'étude 900 Hz.
Les signaux életriques sont transmis à un ampliateur de puissane ave un gain de 50 dB
pour générer des ondes aoustiques sur une large gamme d'amplitude. Après passage dans le milieu
granulaire, les signaux reçus par le apteur en réeption sont ampliés par un pré-ampliateur faible
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bruit de gain maximum 60 dB, puis sont visualisés soit à l'aide d'un osillosope numérique après
moyennage temporel, soit sur un analyseur de spetres pour observer les spetres d'amplitude ou les
fontions de réponse en fréquene.
2.3.1 Fontions de réponse en fréquene
La proédure d'obtention des fontions de réponse en fréquene du milieu est la suivante. Pour un
état donné de ompaité du milieu, la aratérisation ultrasonore onsiste en un sinus glissant entre
les fréquenes 1 kHz et 80 kHz à amplitude aoustique xe sur la gamme fréquentielle. La onstante
d'intégration du signal est hoisie de telle sorte que la réponse à une pulsation ω peut être onsidérée
stationnaire. Pour s'aranhir de l'eet des apteurs sur la réponse obtenue, les fontions de réponse
en fréquene reçues sont orrigées par elles des apteurs. La gure 2.12 présente, pour un empilement
de billes de diamètre 2 mm et de ompaité Φ = 0.63, la fontion de réponse en fréquene du milieu
reçue, puis elle aranhie de l'inuene des transduteurs. Les fontions de réponse en fréquene,
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Fig. 2.12  Fontion de réponse en fréquene du milieu granulaire orrigée par le fontion de réponse en
fréquene des apteurs. Le milieu est omposé de billes de verre de diamètre 2mm, pour une ompaité
de Φ = 0.63.
Ces fontions de réponse renseignent sur la transmission aoustique à travers le milieu, sur une
large gamme fréquentielle. Il apparaît plusieurs zones distintes dans la transmission :
 une gamme fréquentielle de forte transmission aoustique en basses fréquenes, pour f ≤ 10 kHz
environ,
 une gamme de transmission lentement déroissante pour des fréquenes 10 ≤ f ≤ 55 kHz,
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 une partie fortement bruitée pour les hautes fréquenes f ≥ 55 kHz, aratéristique du bruit
életronique de la haîne de mesure.
La première partie identiée de es fontions de réponse en fréquene est une bande de transmission
élevée, aratéristique de la propagation d'ondes au sein du volume du milieu. En basses fréquenes,
des pis de résonane du milieu émergent, puis la transmission hute brutalement pour une fréquene
autour de 8 kHz. Cette fréquene de transition peut être qualiée de fréquene de oupure pour les
ondes propagatives. Dans le premier hapitre, la fréquene de oupure d'une haîne de billes dans
des onditions similaires de taille et de ontrainte à ette expériene est estimée à f ≃ 50 kHz. La
fréquene de transition obtenue est ainsi très inférieure à elle de la onguration unidimensionnelle.
Cet eet peut être attribuable au désordre du milieu.
Après la hute brutale de transmission des ondes aoustiques, une partie relativement lisse est
identiée. Sur ette gamme de fréquenes, 10 ≤ f ≤ 55 kHz, auun pi de résonane n'émerge. Cet
eet est dû à la forte atténuation des ondes sur la distane parourue entre les apteurs. En eet,
une expériene menée dans un réipient plus large a permis de tester l'inuene de l'éartement entre
les apteurs sur la réponse fréquentielle du milieu. Pour un éart identique à elui de l'expériene
de ompation L ≃ 8 cm, la fontion de réponse en fréquene obtenue est identique. Lorsque
les apteurs sont ensuite rapprohés, les seules modiations nettes sur la réponse fréquentielle du
milieu apparaissent sur ette gamme de fréquenes, où plusieurs modes du système émergent. L'eet
d'atténuation des ondes est ainsi amplié dans notre onguration expérimentale, en plus du aratère
fortement dissipatif du milieu granulaire non onsolidé. Des phénomènes de diusion multiple des ondes
peuvent alors expliquer l'atténuation observée.
2.3.2 Inuene du proessus de ompation
L'eet du proessus de ompation d'un empilement granulaire est en premier lieu observé sur
les fontions de réponse en fréquene du milieu. Pour ela, puisque le proessus de ompation est
logarithmique ave le nombre de solliitations, les mesures aoustiques sont eetuées à diérentes
étapes de la ompation du milieu logarithmiquement espaées dans le temps. La gure 2.13 présente
les fontions de réponse en fréquene du milieu granulaire onstitué de billes de diamètre 2 mm, pour
les états initiaux Φ ≃ 0.585 et naux Φ ≃ 0.63. La transmission aoustique augmente en amplitude, et
la fréquene de oupure eetive, identiée dans la setion préédente, se déplae vers les plus hautes
fréquenes de manière monotone ave le nombre de solliitations. Cet eet a pour origine l'augmentation
du module élastique linéaire du milieu, qui peut résulter de l'augmentation du nombre de ontats.
Les pis de résonane, en très basses fréquenes, se déalent de même vers les plus hautes fréquenes.
L'étude de la première résonane du milieu sera eetuée dans le hapitre suivant. La transmission
aoustique semble ainsi partiulièrement sensible à l'eet de densiation du milieu pour les fréquenes
f ≤ 10 kHz. En eet, la gamme fréquentielle 10 ≤ f ≤ 55 kHz présente de faibles variations en
amplitude sur la transmission aoustique.
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Fig. 2.13  Evolution de la fontion de réponse en fréquene du milieu omposé de billes de diamètre
2 mm ave la ompation de l'empilement.
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Fig. 2.14  Fontions de réponses en fréquene du milieu intialement peu ompat Φ = 0.585 pour des
empilements de billes de verre de diamètre 2R = 0.7 mm et 2R = 2 mm.
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L'inuene de la taille des billes sur la ompation a montré une inétique plus rapide, et un état
nal plus ompat pour des billes de diamètre 0.7 mm que pour les billes de diamètre 2 mm. La taille
de billes hoisies a aussi une inuene direte sur la propagation aoustique. En eet, l'étude, dans le
premier hapitre, d'une haîne de billes unidimensionnelle montre que la fréquene de oupure de la
haîne augmente ave la diminution du rayon des billes (1.9). De même, la vitesse de phase des ondes en
basses fréquenes est plus élevée 1.10. Les fontions de réponse en fréquene mesurées pour des billes de
diamètre 2 mm et 0.7 mm sont présentées sur la gure 2.14, pour l'empilement granulaire initialement
peu ompat Φ ≃ 0.585. Les trois gammes fréquentielles identiées auparavant sont toujours présentes,
ave une fréquene de oupure pour les billes de diamètre 0.7 mm supérieure à elle des billes plus
grosses. Au delà de ette fréquene de oupure, la transmission dans les petites billes est plus faible que
pour les billes de diamètre 2 mm, et la réponse en fréquene est moins lisse et présente des résonanes
et antirésonanes plus marquées. La baisse de transmission, présente pour un empilement granulaire
ompaté Φ ≃ 0.63 (gure 2.15), peut être attribuée à l'augmentation de la dissipation puisque, pour
des billes de diamètre 0.7 mm, le nombre de ontats est plus élevé au sein du milieu et ainsi les
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Fig. 2.15  Fontions de réponses en fréquene du milieu ompaté Φ = 0.63 pour des empilements de
billes de verre de diamètre 2R = 0.7 mm et 2R = 2 mm.
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2.4 Conlusion
Dans e hapitre, la ompation d'un empilement granulaire a été étudiée. Après un exposé non
exhaustif des travaux existants, notre dispostif expérimental de ompation a été présenté. Celui-
i onsiste en un réipient ontenant un assemblage granulaire onstitué de billes monodisperses de
diamètre 2 mm ou 0.7 mm. Le tout est exité à sa base mobile par un pot vibrant, délivrant des
vibrations disrètes, ou taps, an de réarranger le milieu. Une mesure ultrasonore simple est utilisée
pour mesurer un paramètre marosopique du milieu, la hauteur de la olonne granulaire, et ainsi
obtenir la variation relative de ompaité du milieu. Sous l'eet des solliitations disrètes, le milieu
initialement peu ompat (Φ ≃ 0.585) se densie jusqu'à un état nal dépendant de l'amplitude de
la solliitation. Ces états sont des états métastables, diérents de la limite de ompaité d'un milieu
granulaire tridimensionnel, le "random lose paking" de ompaité Φ = 0.64. La ompation est lente,
se déroulant sur environ 5.104 taps. Cette densiation a pour origine les réarrangements entre grains,
diminuant ave la frustraton géométrique de l'empilement.
L'eet de la taille des billes a été testée sur le proessus de ompation. Pour des billes de diamètre
0.7 mm, la ompation de l'empilement est plus rapide que pour des billes de diamètre 2 mm. L'état
nal atteint, à amplitude de solliitations égale, est plus ompat pour les billes de 0.7 mm. Il est
supposé que la onvetion est aélérée ave la diminution de la taille des billes, e qui entraîne
une inétique de ompation plus rapide. Le gain en ompaité est quant à lui attribué à la nette
polydispersité des billes de 0.7 mm omparée au aratère plus monodisperse des billes de diamètre 2
mm.
Le dispositif de aratérisation ultrasonore de l'empilement onsiste en deux transduteurs ultraso-
nores longitudinaux. Après une mesure de la fontion de réponse en fréquene de es apteurs, le milieu
granulaire est sondé à diérentes étapes du proessus de ompation. Les fontions de réponse en fré-
quene du milieu granulaire non onsolidé présentent diérentes gammes fréquentielles de transmission
aoustique. La première est une bande de forte transmission aoustique, aratérisée par une fréquene
de oupure dont la valeur est attribuée au désordre du milieu du point de vue aoustique et en relation
ave la taille des billes. Sur une gamme fréquentielle plus large au-dessus de ette fréquene de oupure
eetive, les ondes sont fortement atténuées. En fontion du proessus de ompation, la fréquene
de oupure observée se déale vers les plus hautes fréquenes, ainsi que les premières résonanes du
milieu. Cet eet est attribuable à l'augmentation de rigidité du milieu (le module élastique linéaire).
Cette première investigation aoustique du milieu est poursuivie dans le prohain hapitre par l'étude
des non-linéarités aoustiques du milieu, et leur suivi au ours du proessus de ompation.
Chapitre 3
Caratérisation non linéaire de
l'empilement granulaire
3.1 Introdution
Le omportement non linéaire des rohes et autres géomatériaux est aujourd'hui bien doumenté [70,
69, 60℄. Contrairement aux approximations linéaires des équations de l'aoustique dérivant bien le
omportement des uides ou des matériaux homogènes soumis à des exitations modérées, l'aoustique
non linéaire dérit la propagation d'ondes pour de fortes exitations aoustiques. Dans le as de milieux
omplexes, l'approximation linéaire des équations de l'aoustique ne sut pas à dérire la grande variété
de phénomènes observés : ondes de ho [64℄, hystérésis [32℄ et eets de dynamique lente (relaxation)
par exemple. Il est alors néessaire de sortir des approximations lassiques des équations linéarisées
même pour des exitations aoustiques modérées : 'est le as de milieux fortement non linéaires omme
les milieux granulaires non onsolidés.
Un modèle physique adéquat pour dérire les rohes doit prendre en ompte la omplexité de es
matériaux. Ceux-i sont omposés de partiules (grains, billes) plus rigides que leurs interonnexions
(jontions entre grains). Ces jontions, assimilables à des raideurs plus molles que les partiules, sont
sujettes à de fortes déformations qui ausent loalement une déviation du omportement linéaire du
matériau. Elles partiipent alors prinipalement à la réponse non linéaire du milieu. Dans le as des
milieux granulaires, es jontions sont omposées des ontats inter-grain. Ces ontats sont régis
par la théorie de Hertz non linéaire (f hapitre 1), ave une dépendane en puissane 3/2 de la
fore normale de hargement. D'autres non-linéarités méaniques sont suseptibles d'apparaître dans
la relation ontrainte/déformation. Par exemple, la prise en ompte de la frition et de l'adhésion
au niveau des ontats résulte en une relation ontrainte/déformation hystérétique. Lorque l'onde
aoustique est d'amplitude supérieure à la déformation statique moyenne des ontats, eux-i peuvent
s'ouvrir sous l'ation de l'onde aoustique (le lappement). Ces aratéristiques des milieux miro-
inhomogènes fournissent une large variété de manifestations non lassiques des non-linéarités liées au
milieu.
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Dans e hapitre, diérentes expérienes aoustiques linéaires et non linéaires sont présentées pour
permettre le suivi aoustique de la ompation du milieu granulaire. Au ours de e proessus, le milieu
se rigidie et les études numériques disponibles à e sujet montrent une augmentation du nombre de
oordination par billes [1℄. Cette augmentation s'aompagne intuitivement de la réation de ontats
faibles, puisque es nouveaux ontats ne peuvent diretement partager la ontrainte moyenne. Il
existe ependant une grande variété de ontats faiblement hargés. La distribution statistique de
ontats aux faibles déformations statiques omportent des ontats faibles qui peuvent à la fois
présenter du glissement ou pas. La proportion des ontats exhibant du glissement relativement à
eux n'en présentant auun peut varier ave la rigidiation du milieu, ette variation résultant de
la frustration géométrique de l'empilement. Les méthodes aoustiques non linéaires ont montré leur
forte sensibilité à la présene de défauts relativement aux méthodes linéaires dans un grand nombre de
situations. Ainsi la présene de ontats faibles au sein du milieu granulaire inuene fortement les non-
linéarités aoustiques. Au ours du proessus de ompation, il est attendu que la rigidiation du milieu
s'aompagne d'une variation du nombre de ontats faiblement hargés et don d'une variation des
non-linéarités aoustiques. Les résultats présentés ont pour objetif de onrmer la forte sensibilité des
méthodes d'aoustique non linéaire relativement aux méthodes linéaires à travers plusieurs phénomènes
aoustiques (génération d'harmoniques, génération de fréquene diérene et résonanes non linéaires),
et de montrer leur potentiel pour l'utilisation de nouvelles observables aoustiques lors du proessus
de ompation. L'impliation des observations eetuées sur la physique de la ompation des milieux
granulaires est disutée.
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3.2 Génération d'harmoniques
La génération d'harmoniques supérieures d'une onde plane fondamentale émise dans le milieu est
l'expériene non linéaire la plus lassique pour observer la non-linéarité d'un éhantillon. La forme de
l'onde plane émise initialement dans le milieu subit des modiations au ours de sa propagation, par
eet umulatif. Puisque le module élastique du milieu (et don la vitesse de propagation des ondes)
dépend de l'état de ontrainte, les ompressions/dilatations sur une période de l'onde aoustique vont
résulter en des variations de la vitesse loale de l'onde. Considérons le as des milieux granulaires où
la vitesse augmente ave la pression. La partie en ompression de l'onde se propage alors plus rapide-
ment qu'une partie en dilatation dont la vitesse diminue. L'onde intialement sinusoïdale est modiée
en onde en dents de sie. C'est e phénomène, illustré sur la gure 3.1, qui est à l'origine de la géné-
ration d'harmoniques. Par onséquent, une omposante monofréquentielle émise dans un milieu ave
non-linéarité quadratique subit une distorsion modiant son spetre aoustique par l'apparition de plus





Fig. 3.1  Distorsion de l'onde aoustique initialement sinusoïdale (en trait plein) en une onde en dents
de sie (en pointillés) après propagation dans un milieu non linéaire quadratique.
Ave le même dispositif expérimental que elui introduit au hapitre 2, une onde plane sinusoïdale
de fréquene fondamentale f1 = 10 kHz est émise dans le milieu granulaire au moyen des transdu-
teurs ultrasonores longitudinaux. Un ltre passe-bas, d'ordre 2 entré sur 15 kHz, est utilisé pour
éviter l'émission d'harmoniques supérieures de la fréquene fondamentale. Le hoix de la fréquene
d'exitation est issu des fontions de réponse en fréquene présentées au hapitre 2. En eet, la forte
atténuation des hautes fréquenes empêhe l'observation des harmoniques supérieures d'une ompo-
sante fréquentielle trop élevée. Il est rappelé que la propagation d'ondes s'eetue sur une distane
L ≃ 8 cm entre les apteurs.
Pour obtenir la dynamique en amplitude des omposantes fréquentielles générées, une gamme
52 3 Caratérisation non linéaire de l'empilement granulaire
d'amplitude aoustique de déformation 5.10−7 ≤ ε ≤ 10−5 est appliquée. Chaque mesure aoustique,
omprenant la génération d'harmoniques et sa dynamique en amplitude, est eetuée à des états de
ompation répartis logarithmiquement en fontion du nombre de taps. Ainsi, les mesures aoustiques
eetuées aux premières étapes de ompation (où la ompaité du milieu varie) sont espaées d'une
dizaine de seousses jusque ntap ≤ 5.102, puis d'une entaine de seousses pour 5.102 ≤ ntap ≤ 5.103,
et de 103 nombres de taps ensuite. Aux faibles déformations aoustiques ε ≤ 10−6, seule la fréquene
fondamentale est présente dans le spetre après propagation. Pour les déformations aoustiques
supérieures, des omposantes fréquentielles autres que la fréquene fondamentale apparaissent. Les
spetres expérimentaux de la gure 3.2(a) présentent, pour les états initiaux et naux de ompation,
l'enrihissement du spetre par les fréquenes multiples du fondamental f1 = 10 kHz. Le omportement
non linéaire du milieu granulaire est lairement visible. Au début du proessus de ompation, t = 100
tap, les fréquenes multiples 2f1 et 3f1 émergent du bruit de mesure ainsi que le sous harmonique
f1/2 = 5 kHz. Pour les fréquenes f ≤ 8 kHz, un bruit basse fréquene est visible. Le transfert de
l'énergie de l'onde fondamentale émise vers les basses fréquenes a déjà été observé [84℄, attribuant
le phénomène de doublement de période et la route vers le haos obervés à l'interation de l'onde
aoustique ave une distribution de ontats fortement non linéaires. Après une séquene de 5.104
seousses, le spetre aoustique est enore enrihi et présente de nombreuses omposantes fréquentielles
autre que les multiples du fondamental f = 10 kHz. Le niveau de bruit életronique, visible à 50 kHz,
est plus élévé et le bruit basse fréquene est plus étendu fréquentiellement. Ce phénomène semble
fortement orrélé au omportement des fontions de réponse en fréquene. Le spetre fréquentiel
étant plus rihe en n de ompation, il apparaît que les non-linéarités aoustiques augmentent. La
fréquene fondamentale hoisie f = 10 kHz appartient à la bande de forte transmission observée sur les
fontions de réponse en fréquene. Par onséquent, 'est l'augmentation de la transmission aoustique
ave la ompation qui peut expliquer l'enrihissement spetral. L'eet de l'atténuation linéaire sur la
génération d'harmoniques n'a pas été poursuivie.
Sur la gure 3.2(b), la dynamique en amplitude des omposantes f1, 2f1 et 3f1 est présentée en
fontion de l'amplitude aoustique A1 de l'onde émise. La dépendane en amplitude de la omposante
fondamentale est linéaire, elle du seond harmonique 2f1 est quadratique ave l'amplitude aoustique
du fondamental. Ce résultat onorde ave une non-linéarité quadratique lassique, et permet l'extra-
tion du paramètre non linéaire quadratique β. Ce raisonnement est exat en l'absene d'absorption des
ondes. Dans notre as où un hangement d'atténuation est observé pour les fréquenes de pompage, le
paramètre non linéaire quadratique évalué est une simpliation du problème physique pour quantier
la non-linéarité aoustique. Pour une relation ontrainte/déformation non linéaire lassique, 'est-à-
dire développable en puissane suessives de la déformation, les harmoniques 2 et 3 générées ont une
dépendane quadratique et ubique ave l'amplitude de la fréquene fondamentale émise. La dépen-
dane en amplitude de la fréquene 3f1 montre un omportement non lassique de la relation d'état.
En eet, sa dynamique en amplitude est prohe d'une puissane 3/2. Ce phénomène peut être attribué
à l'aumulation de diérentes non-linéarités lassiques (non-linéarité quadratique et ubique) et non
lassique (hystérétique). Le aratère non lassique des proessus aoustiques non linéaires existant au
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Fig. 3.2  (a) : Spetres reçus après propagation de la omposante fréquentielle f1 = 10 kHz pour
une amplitude d'exitation aoustique εac ≃ 10−5. Les états initiaux et naux de ompation sont
présentés. (b) : Dynamique en amplitude de la omposante fréquentielle f1 = 10 kHz et de ses deux
harmoniques supérieures. Le omportement non linéaire non lassique de l'harmonique 3 prohe de la
puissane 3/2 est observé.
sein du milieu granulaire seront développés en setion 3 de e hapitre.
Pour le moment, seul le premier terme non linéaire β de l'équation d'état développée en série
de Taylor est onsidéré. Cette approximation est valide pour l'analyse de l'harmonique 2 dont la
dépendane en amplitude est quadratique ave l'amplitude du fondamental. L'évaluation du paramètre
non linéaire β est généralement la première étape pour quantier la non-linéarité aoustique d'un milieu.
Typiquement le paramètre non linéaire β se situe entre 103 et 104 pour les rohes [60℄, omparé aux
valeurs typiques 1 − 10 des milieux ristallins ou homogènes à l'éhelle mirosopique [34, 64℄. Par
exemple, dans le as unidimensionnel, l'équation de propagation pour le déplaement u(x, t) d'une














fait intervenir le paramètre non linéaire quadratique β de la relation ontrainte/déformation. Cette
équation, valide en l'absene d'atténuation, est une approximation non linéaire au seond ordre en
déformation ∂u/∂x. Le terme du seond membre de l'équation (3.1) est à l'origine de la réation des
fréquenes somme et diérene dans le as d'une onde monofréquentielle initiale. En résolvant l'équation
de propagation (3.1) pour la première interation non linéaire ave une onde monofréquentielle de
pulsation ω, l'amplitude de l'harmonique de pulsation 2ω générée est linéaire ave la distane de
propagation x, et quadratique ave la pulsation et l'amplitude du fondamental. La valeur du oeient
non linéaire β est alors aessible expérimentalement par la mesure de l'amplitude A2 de l'harmonique
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ave c0 la vitesse linéaire de propagation de l'onde de pulsation ω et d'amplitude A1. La distane entre
les apteurs aoustiques est xe (x ≃ 8 cm) dans notre as. Pour la fréquene d'émission f1 = 10
kHz et une vitesse de propagation linéaire des ondes c0 ≃ 200 m/s en début de ompation, le
paramètre non linéaire quadratique β est estimé à 2500. Cette valeur onrme la forte non-linéarité
observée sur les spetres expérimentaux (gure 3.2(a)). La gure 3.3 présente l'évolution du paramètre
non linéaire β au ours du proessus de ompation, moyenné sur inq réalisations. Les barres
d'erreurs présentés représentent l'éart-type à la moyenne. Malgré une déviation statistique importante,










































Fig. 3.3  Paramètre de non-linéarité quadratique β en fontion du nombre de solliitations. Les erreurs
représentent l'éart-type obtenu sur inq réalisations.
Le paramètre de non-linéarité quadratique issu de ette expériene présente des variations fortes
au ours du proessus de ompation (rapport 3 entre l'état initial et nal de ompaité). Cette
diminution est attribuable, entre autres, aux variations linéaires des propriétés des ondes. Ainsi,
suivant l'étude des fontions de réponses en fréquene, l'amplitude de la fréquene fondamentale
hoisie augmente plus rapidement que elle de ses harmoniques supérieures au ours du proessus
de ompation. Une première diulté d'interprétation se pose sur les propriétés linéaires des ondes.
Cependant, une forte sensibilité du paramètre non linéaire est obtenue, omparée aux variations de
ompaité relative au ours d'une expériene. Puisque les fontions de réponse en fréquene inuent
sur la ompréhension des phénomènes physiques et sur l'extration des paramètres non linéaires pour
la génération d'harmoniques, la génération de fréquene diérene à partir d'ondes de pompage hautes
fréquenes a été testée.
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3.3 Génération de fréquene diérene
Un eet aoustique illustrant les non-linéarités d'un milieu est l'interation de deux faiseaux
d'ondes ultrasonores de fréquenes diérentes f1 et f2. Ce onept d'interation onde-onde est à la
base du développement des antennes paramétriques initiées expérimentalement et théoriquement par
Westervelt [88℄ et Berktay [8℄ dans les années 1960 et par Zverev et Kalahev (voir la référene [93℄
pour une revue) de manière théorique ette même déennie. Le prinipe onsiste en premier lieu en
la génération d'ondes aoustiques hautes fréquenes (ondes primaires ou ondes de pompage) dans un
milieu non linéaire par un transduteur ultrasonore le plus souvent. Ces ondes fournissent l'énergie
aoustique au milieu et sont dans le as le plus simple omposées de deux hautes fréquenes prohes
f1 et f2, appelées ondes de pompage ou ondes primaires. Au ours de leur propagation, pour une non-
linéarité susamment importante du milieu ou une distane d'aumulation susante, une partie de
l'énergie des ondes primaires de fréquenes f1 et f2 est transférée vers des fréquenes inexistantes dans
les soures initialement émises. Les fréquenes 2f1, 2f2, f1+f2, f2−f1, f1−f1 et f2−f2 sont générées
par la première interation non linéaire des ondes, illustrée sur la gure 3.4. Puisque l'absorption
des ondes aoustiques augmente ave la fréquene, les hautes fréquenes f > f1 sont atténuées plus
rapidement que les basses fréquenes se propageant dans le milieu. Ainsi seule la fréquene diérene
















Fig. 3.4  Prinipe de génération de fréquene diérene après propagation des ondes primaires émises
dans un milieu non linéaire. Les fréquenes multiples 2f1, 2f2 et f1 + f2 des ondes primaires sont
généralement plus atténuées au ours de la propagation que la fréquene f2 − f1.
La génération de fréquene diérene a été étudiée dans les milieux granulaires [91, 29, 85℄. Le
proessus de génération de fréquene diérene pour deux ondes primaires f1 et f2 est identique à
l'onde auto-démodulée générée à partir d'un paquet d'ondes, observée dans le sable [91℄, pour des
impulsions aoustiques (ou 'burst'). La onversion d'ondes de pompage de isaillement vers des ondes
autodémodulées longitudinales a ensuite permis de mettre en évidene le phénomène de dilatane non
linéaire [85℄. Cet eet permet de montrer l'anisotropie du paramètre de non-linéarité quadratique,
induite par l'appliation d'une ontrainte statique uniaxiale sur l'assemblage granulaire. Le réseau de
haînes de fore induit par ette ontrainte est alors préférentiellement dirigé dans la diretion de
la ontrainte. Les ontats fortement pré-ontraints sont dirigés selon e réseau de haînes de fore,
tandis que les ontats faiblement hargés sont prinipalement dirigés dans la diretion orthogonale.
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Dans notre dispositif expérimental, il est espéré que la génération de fréquene diérene soit un
phénomène sensible aux réarrangements du milieu. Le milieu granulaire onsidéré est sous ontrainte
statique dans la diretion vertiale (due à la gravité et la plaque rééhissante posée sur la olonne). Par
onséquent, la non-linéarité dans la diretion horizontale (elle des mesures aoustiques pour les ondes
longitudinales) doit alors être une mesure de la non-linéarité du milieu dans la diretion orthogonale
aux haînes de fore.
3.3.1 Résultats expérimentaux
Le dispositif expérimental est identique à elui des setions préédentes : le réipient est rempli de
billes de verre de 2mm de diamètre soumises à la gravité. Les transduteurs sont plaés près du fond du
réipient, et à ette profondeur, la ontrainte statique moyenne des ontats est estimée à 3 kPa. Cette
ontrainte orrespond à une déformation statique moyenne de 3.10−5. Cette valeur de déformation des
ontats est ainsi supérieure (mais prohe) à la déformation aoustique maximale εA ≃ 10−5. Les ex-
périenes aoustiques onsistent en l'émission d'un signal bifréquentiel (les ondes primaires) ontenant
les fréquenes f1 = 35 kHz et f2 = 45 kHz, et à l'observation des spetres du signal reçu en fontion
de l'amplitude d'exitation après propagation dans le milieu granulaire. En premier lieu, la même ex-
périene a été réalisée dans l'air. La ontribution de l'onde de fréquene diérene générée f2−f1 = 10
kHz est inférieure à −95 dB pour les exitations aoustiques d'amplitudes maximales, où 0 dB or-
respond à un 1 V en détetion. Cet eet est possiblement dû à la faible non-linéarité du dispositif
de mesure mais peut aussi provenir des eets non linéaires lassiques dans l'air. La gure 3.5 pré-
sente la même expériene eetuée dans le milieu granulaire non onsolidé en début de ompation. Le
ontenu spetral rihe du signal reçu est bien une manifestation des non-linéarités du milieu granulaire.
Pour la plus faible amplitude d'exitation εA ≃ 7.10−7, seules les deux hautes fréquenes de pom-
page sont visibles dans le spetre reçu. Pour une exitation aoustique intermédiaire εA ≃ 4.10−6,
la fréquene diérene f2 − f1 = 10 kHz émerge du niveau de bruit életronique. Cette fréquene
diérene est la manifestation du proessus de mélange de fréquenes dérit au-dessus. Les fréquenes
supérieures 2f1, 2f2 et f1+ f2 ne sont pas observées dans le signal reçu à ause de la forte atténuation
des ondes (déjà visible sur les fontions de réponse en fréquene dérites dans le hapitre préédent).
Les spetres présentés sont alors limités à la fréquene supérieure f = 50 kHz. Il est à noter que le sous-
harmonique ∆ f/2 = 5 kHz de la fréquene diérene est aussi présent, mais n'est pas dérit dans la
première interation non linéaire des diérentes omposantes fréquentielles. Enn, pour les exitations
aoustiques maximales de déformation εA ≃ 10−5, d'autres omposantes fréquentielles apparaissent :
15, 20 et 25 kHz qui sont aussi des signes d'un proessus de mélange de fréquene non lassique.
En basses fréquenes, le spetre obtenu pour les amplitudes aoustiques maximales est un spetre de
bruit. Celui-i orrespond à la forme de la fontion de réponse en fréquene du milieu présentée dans
le hapitre préédent. Ce spetre de bruit basse fréquene a aussi été observé dans les expérienes de
génération d'harmoniques présentées auparavant.
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Fig. 3.5  (a) : Spetres obtenus pour trois amplitudes d'exitation aoustique aux fréquenes f1 = 35
kHz et f2 = 45 Hz (0 dB orrespond à 1 V en détetion). Les spetres sont déalés en amplitude pour
plus de lisibilité. (b) : Dynamique en amplitude des omposantes fréquentielles 5, 10, 15 et 35 kHz en
fontion de l'amplitude aoustique d'exitation.
Pour déterminer le régime de fontionnement de l'antenne paramétrique, il faut omparer deux lon-
gueurs aratéristiques aoustiques (longueur d'atténuation la et de diration ld des ondes primaires).





, dans l'approximation de rayonnement gaussien. Dans ette expériene, pour a = 2 cm,
c ≃ 200 m/s et f ≃ 40 kHz, la longueur de diration ld des ondes hautes fréquenes est estimée à
25 cm. Les mesures d'atténuation issues d'expérienes en ondes progressives sinusoïdales montrent que
la longueur d'atténuation la des ondes de pompage est prohe de 2 cm. Dans le as où les ondes de
pompage sont fortement atténuées et faiblement diratées la ≪ ld, l'interation non linéaire se pro-
duit prinipalement dans le hamp prohe de la soure. Ce régime de fontionnement est le régime de
Westervelt [88℄. Dans e régime, l'onde de fréquene diérene générée est d'amplitude proportionnelle
au produit des amplitudes d'exitation (∼ Af1Af1) et au paramètre de non-linéarité quadratique β du
milieu, dans le as où le milieu se omporte simplement et permet un développement en puissanes de
la relation ontrainte/déformation.
La dynamique en amplitude des omposantes fréquentielles présentes dans le spetre à la réeption
est présentée sur la gure 3.5(b). La dynamique des fréquenes de pompage f1 = 35 kHz et f2 = 45
kHz montre une dépendane linéaire ave l'amplitude d'exitation, tandis que la fréquene diérene
f2−f1 = 10 kHz présente une dynamique en amplitude prohe d'une dépendane quadratique. Pour les
autres omposantes fréquentielles, non générées par la première interation non linéaire, la dynamique
en amplitude n'est pas une loi en puissane et présente de fortes variations. Leurs amplitudes spetrales
sont bien au-dessus du bruit életronique mais présentent des hangements abruptes ave l'exitation
aoustique roissante, qui ne permettent pas d'établir de onlusions. Malgré ette analyse sur les
amplitudes diile, le phénomène de génération de es omposantes fréquentielles sera analysé plus en
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détail dans la suite de e hapitre.
L'intérêt est maintenant porté sur l'évolution de la dynamique en amplitude de l'onde de fréquene
diérene au ours de la ompation du milieu granulaire.
Dynamique ave la ompation
La gure 3.6 présente la dynamique en amplitude de l'onde de fréquene diérene f = 10kHz, en
fontion de l'amplitude d'exitation mesurée à diérentes étapes du proessus de ompation granulaire.
L'expériene de ompation onsiste en une séquene de 5.104 solliitations du milieu granulaire à
l'amplitude Γ = 2. Une augmentation de l'amplitude de l'onde de fréquene diérene générée est
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Fig. 3.6  (a) : Dynamique en amplitude de l'onde de fréquene diérene f2−f1 = 10 kHz en fontion
de l'amplitude de pompage aoustique pour diérents états de ompaité roissante. (b) : Evolution
de la transition 2 → 3/2 de l'onde de fréquene diérene moyennée sur inq réalisations entre l'état
initial et nal de ompaité ;
En première approhe, e résultat tend à montrer une augmentation de la non-linéarité quadratique
β du milieu, e qui ontredit les observations eetuées dans les expérienes de génération d'harmo-
niques (voir setion préédente). Ce phénomène peut ependant s'expliquer par les dynamiques en
amplitude linéaires des ondes de pompage et de fréquene diérene générée. En eet, dans les expé-
rienes lassiques d'auto-démodulation d'amplitude [85℄, le milieu granulaire testé est souvent soumis
à une ontrainte statique importante interdisant les réarrangements globaux de la struture du milieu.
Les mesures de dynamique en amplitude eetuées et leurs interprétations sur la non-linéarité du milieu
sont don des mesures pontuelles de l'état du milieu granulaire pour une ontrainte statique donnée.
Dans notre as, le milieu évolue struturellement au ours de la ompation, et les propriétés linéaires
de la propagation d'ondes varient omme l'ont montré les fontions de réponse en fréquene (f Chapitre
2). Le omportement de l'onde de fréquene f = 10 kHz générée au ours de la ompation est ainsi
indissoiable du omportement linéaire en amplitude des ondes de pompage (f1 = 35 et f2 = 45 kHz)
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et de l'onde de fréquene diérene (f = 10 kHz). Pour les ondes de pompage hautes fréquenes, la
dépendane linéaire en fontion de l'amplitude d'exitation est observée. Mais le niveau en amplitude
de es ondes déroît au ours de la ompation de quelques dB (2/3 dB). Ces omposantes fréquen-
tielles se situent en eet sur la partie fortement atténuée des fontions de réponse en fréquene, dans
une gamme de fréquenes où les amplitudes reçues évoluent très peu au ours du proessus de om-
pation. L'onde de fréquene diérene se situe elle dans la partie où la transmission est la plus forte.
Cette bande de transmission présente une augmentation de niveau d'une dizaine de dB en moyenne
au ours de la ompation, et des tests en propagation linéaire réalisés sur la omposante f = 10 kHz
montrent une augmentation de son niveau d'environ 25 dB pour l'amplitude aoustique d'exitation
maximale. Par onséquent, lors d'une expériene de génération de fréquene diérene, l'amplitude des
hautes fréquenes diminue (et le résultat de leur interation diminue de même) tandis que l'onde de
fréquene f = 10 kHz est mieux transmise dans le milieu. Pour les exitations aoustiques d'amplitude
maximale, sur la gure 3.6, l'amplitude de l'onde de fréquene diérene générée augmente de 20 dB.
Les eets umulés des omportements linéaires des omposantes fréquentielles peuvent alors expliquer
es observations.
Il est une fois de plus néessaire d'extraire un oeient de non-linéarité quadratique aranhi
des mesures linéaires. Cette partie de l'étude n'a ependant pas été menée à son terme. Il est en ef-
fet diile d'obtenir expérimentalement le omportement linéaire de haque omposante fréquentielle
(f1, f2 et f2 − f1) pour haque état de ompation. Ces mesures doivent être eetuées en fontion
de l'amplitude d'exitation aoustique, et un temps onsidérable (supérieure à la dizaine de minutes)
est aordé à haque mesure aoustique en plus du proessus de ompation lui-même. De plus une
modiation des propriétés du milieu est sans nul doute possible pour la multitude d'essais aoustiques
réalisés à haque étape, e qui peut altérer le proessus de ompation du milieu granulaire.
Pour es raisons, au vu de es résultats non linéaires préliminaires, l'aent est porté sur la desription
qualitative des résultats de génération de fréquene diérene et son impliation sur la physique de
l'empilement granulaire.
3.3.2 Phénomène de lappement
Le proessus de ompation s'aompagne d'une rigidiation du milieu granulaire et d'une
diminution de la non-linéarité quadratique omme l'ont montrées les expérienes de génération
d'harmoniques. Cette diminution peut être la onséquene de l'augmentation de la déformation
statique moyenne des ontats et/ou de la diminution des ontats faibles dans l'empilement. En
eet les méthodes aoustiques non linéaires sont plus sensibles aux ontats faibles du milieu (de
raideurs faibles) qu'aux ontats forts (partiipant plutt aux eets linéaires). La sensibilité des
méthodes non linéaires à la présene de ontats faibles (en partiulier dans les expérienes d'antenne
paramétrique [85℄) s'observe sur le omportement de la dépendane en amplitude de l'onde de
fréquene diérene générée. Sur la gure 3.6(a), le omportement en amplitude de l'onde en fontion
de l'amplitude d'exitation aoustique passe d'une dépendane initialement quadratique ave une
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transition vers une roissane suivant une loi de puissane 3/2. Cette transition est assoiée à une
non-linéarité de Hertz ave lappement qui orrespond à l'ouverture puis la fermeture du ontat
sous l'ation de l'onde aoustique. Ce phénomène apparaît lorsque la déformation aoustique εA est
supérieure à la déformation statique du ontat ε0 onsidéré. Puisque, dans un milieu granulaire non
onsolidé, la déformation statique moyenne des ontats est faible (et dans la gamme des exitations
aoustiques), la possibilité pour les ontats de 'lapper' sous l'ation de l'onde aoustique est fortement
envisageable. Pour obtenir e omportement sur la dépendane en amplitude, il est néessaire d'ajouter
un degré de omplexité dans la relation ontrainte/déformation de Hertz dynamique
σ0 + σ˜ = C(ε0 + ε˜)
3/2, (3.3)
ave C un paramètre tenant ompte des paramètres du matériau, la ontrainte dynamique σ˜ (res-
petivement la déformation dynamique ε˜) perturbant la ontrainte statique σ0 (respetivement ε0).
Par onvention, ii, une ompression σ > 0 orrespond à ε > 0. Lorsque la déformation aoustique
est supérieure à la déformation aoustique d'un ontat, elui-i s'ouvre et 'lappe'. Pour modéliser le
lappement, une fontion de Heaviside est introduite
σ0 + σ˜ = C(ε0 + ε˜)
3/2H(ε0 + ε˜). (3.4)
A partir de l'équation (3.4) et par alul du oeient de Fourier de la ontrainte assoiée à une
exitation sinusoïdale εA sin(ω t), il est possible de montrer qu'en l'absene de lappement (lorsque
|ε˜| ≪ |ε0|), l'amplitude de la fréquene diérene est proportionnelle à ε2A. Un développement en série
de Taylor de ette relation dans le as limite |ε˜| ≪ |ε0| montre en eet que la non-linéarité dominante
est la non-linéarité quadratique lassique. Ave le phénomène de lappement |ε˜| ≫ |ε0|, la dépendane
en amplitude de la fréquene diérene est proportionnelle à ε
3/2
A . Dans e as, le développement en
série de Taylor n'est plus possible (à ause du rle singulier de la fontion de Heaviside) et seul le
alul par transformée de Fourier apporte la dépendane voulue. En introduisant un signal aoustique
de déformation ε˜ omposé des fréquenes f1 = 35 kHz et f2 = 45 Hz, il est possible de aluler
la transformée de Fourier de la ontrainte aoustique résultante σ˜ assoiée à l'équation (3.4). Le ré-
sultat numérique est présenté sur la gure 3.7(a) pour les amplitudes spetrales obtenues, et sur la
gure 3.7(b) les dynamiques en amplitude sont traées. Il est remarquable que les fréquenes obtenues
numériquement à partir de l'équation (3.4) soient elles présentes dans les spetres expérimentaux de
la gure 3.5, ave en partiulier les fréquenes f = 5 kHz et f = 15 kHz. Cette observation met
bien en évidene le aratère fondamental de prise en ompte du lappement. La prinipale diérene
entre les spetres expérimentaux et numériques présentés onerne les amplitudes spetrales assoiées à
haque omposante fréquentielle, diérene assoiée à la réponse en fréquene expérimentale du milieu
granulaire. Pour la dépendane sur l'amplitude d'exitation aoustique présentée sur la gure 3.7(b),
la dynamique de l'onde de pompage f = 35 kHz est bien linéaire. Celle de la fréquene diérene
f = 10 kHz présente une transition quadratique → 3/2 autour de 0 dB d'amplitude d'exitation, e
qui orrespond à la déformation statique moyenne des ontats. De manière analogue aux résultats
expérimentaux, la dynamique des fréquenes f = 5 kHz et f = 15 kHz présente un omportement
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plus omplexe en amplitude et non monotone. L'analogie expériene-théorie permet alors une approhe
qualitative de l'évolution des phénomènes issus des interations non linéaires présentées ii, en parti-
ulier l'évolution de la transition quadratique → 3/2 au ours de la ompation.
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Fig. 3.7  (a) Spetres obtenus par transformée de Fourier de la ontrainte issue de l'équation (3.4)
pour une exitation aux fréquenes f1 = 35 kHz et f2 = 45 kHz et pour des amplitudes aoustiques
d'exitation roissantes. (b) Dynamique en amplitude des omposantes fréquentielles 5, 10, 15 et 35
kHz, en fontion de l'amplitude aoustique pour une exitation aux fréquenes f1 = 35 kHz et f2 = 45
kHz.
Sur la gure 3.6(b) est présentée l'évolution de la transition quadratique → 3/2 pour les états
initiaux et naux de ompaité. En n de ompation, la transition s'eetue pour une amplitude
aoustique de pompage supérieure de 7 dB à elle de la transition pour l'état initial. Ce omportement
peut être du à :
 l'augmentation de la déformation statique moyenne des ontats εm, due à la rigidiation du
milieu,
 la variation au ours de la ompation de la distribution statistique de déformations des ontats
n(ν), où ν = εcontact/εmoy est le rapport de la déformation du ontat onsidéré sur la déformation
statique moyenne.
La modélisation de l'antenne paramétrique prenant en ompte le phénomène de lappement (équa-
tion (3.4)) permet d'obtenir la ontrainte dynamique assoiée à une exitation sinusoïdale. Les eets
respetifs de la déformation statique moyenne des ontats et de la distribution statistique des ontats
n(ν) sur la dynamique de l'onde de fréquene diérene générée sont à déterminer. Par onséquent, il
faut onsidérer une répartition non homogène de la fore transmise au sein du milieu granulaire. Pour
ela, l'équation ontrainte/déformation (3.4) est intégrée sur la distribution statistique de ontats




3/2H(νε0 + ε˜)dν. (3.5)
Pour les déformations statiques supérieures à la déformation statique moyenne, le omportement de la
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distribution statistique de ontats est bien modélisé par une déroissane exponentielle de la forme
n(ν) ∼ e−α1(ν−1)α2 , (3.6)
où α1 et α2 sont deux onstantes prohes de 1, souvent α1 = 1 et α2 = 3/2. Pour les faibles défor-
mations statiques ν < 1, la distribution de ontats est moins bien onnue. Dans le as général, les
expérienes dans les milieux granulaires ne permettent pas de mesurer les fores statiques très faibles
entre billes ν < 0.1 et le omportement de la distribution de ontats aux faibles déformations sta-
tiques ν → 0 n'est pas onnu. En modélisant diérentes distributions statistiques de ontats n(ν)
dans l'équation d'état (3.5), l'objetif est de retrouver qualitativement les variations de la transition
2→ 3/2. De telles simulations ont déjà montré leur potentiel [85℄, mais le problème inverse qui onsiste
à trouver la forme de la distribution de ontats à partir de la dynamique de roissane du signal de
fréquene ∆f est à priori diile à mettre en oeuvre de façon préise. Par onséquent, seuls les eets
des variations de la distribution de ontats (notamment des ontats forts puis des ontats faibles)
sur la dynamique de roissane de l'onde basse fréquene (et en partiulier sur la transition 2→ 3/2)
seront étudiés ii.
Pour ela, diérentes formes de distributions de déformations de ontats sont modélisées, et la
ontrainte dynamique assoiée à es distributions est alulée par l'équation (3.5). Pour des défor-
mations statiques supérieures à la déformation statique moyenne, la forme de distribution (3.6) est
employée. Pour les ontats faibles, ν < 1, la distribution est partagée en deux zones d'inuene. Pour
0.1 < ν < 1, la distribution de déformations est onstante, de valeur n2. Pour ν < 0.1, la forme de
la distribution est supposée onstante, de valeur n1. Cette zone représente, étant donné les faibles dé-
formations statiques, des ontats très peu ontraints, qui sont suseptibles d'être fortement glissants
sous l'ation d'une ontrainte de isaillement.
Tab. 3.1  Inuene de diérentes formes de distributions statistiques de déformations de ontats sur
la transition 2→ 3/2 de la dynamique en amplitude de la fréquene diérene f2 − f1.
Distribution de ontats Contats faibles Contats forts Transition 2→ 3/2
n1 = 1, n2 = 1 α1 = 1, 5, α2 = 3/2 −1 dB
ontat fort ր n1 = 1, n2 = 1 α1 = 1, α2 = 3/2 0 dB
α1 ց n1 = 1, n2 = 1 α1 = 0, 5, α2 = 3/2 +1 dB
n1 = 10, n2 = 1 α1 = 1, α2 = 3/2 −2 dB
ontat faible ր n1 = 10, n2 = 10 α1 = 1, α2 = 3/2 −5 dB
n1 ր, n2 ր n1 = 100, n2 = 10 α1 = 1, α2 = 3/2 −7 dB
Le tableau 3.1 présente diérentes formes de distributions de déformations de ontats et leur eet
sur la transition 2 → 3/2 de la dynamique en amplitude de l'onde de fréquene diérene f2 − f1. La
référene hoisie pour la transision à 0 dB est obtenue pour une distribution onstante n1 = n2 = 1
pour ν < 1 et les valeurs lassiques α1 = 1 et α2 = 3/2 pour la distribution (3.6) pour les déformations
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statiques supérieures à la moyenne. En perturbant uniquement la forme de la distribution des ontats
forts, les transitions obtenues sur la dynamique de l'onde basse fréquene varient de ±1 dB. L'eet
d'une variation des ontats forts sur la transition 2 → 3/2 est ainsi négligeable. Maintenant, seules
les formes de distribution aux faibles déformations statiques sont modiées, par l'intermédiaire des
valeurs n1 et n2. Il apparaît qu'ave l'augmentation du nombre de ontats faibles dans le milieu,
la transition 2 → 3/2 est déalée vers les plus faibles amplitudes de pompage. Quantitativement,
l'éart expérimental obtenu, 7 dB, entre l'état initial et nal du proessus de ompation, est retrouvé
pour un nombre de ontats faibles très important n1 = 100 et n2 = 10, relativement à la référene
hoisie. L'éart expérimental obtenu orrespond ainsi à une diminution du nombre de ontats faibles
dans le milieu. Cependant, les variations de transition pour les deux dernières distributions hoisies
dans le tableau 3.1 permettent de mettre en évidene l'inuene des ontats très faiblement hargés.
Le nombre relatif n1 de ontats faibles (suseptibles de glisser fortement) par rapport au nombre
de ontats forts diminue ainsi au ours de la ompation. Cette observation, issue de la simulation
numérique, sera traitée de manière plus approfondie dans la dernière setion de e hapitre.
3.3.3 Interation non linéaire non lassique
L'observation d'un ontenu spetral rihe lors des expérienes de mélange de fréquenes n'est
pas lassiquement observé pour un proessus de mélange de fréquenes lassique. Les proessus
d'interations non linéaires non lassiques ont jusqu'ii été prinipalement étudiés pour le phénomène
de génération d'harmoniques [81℄. Dans ette setion, le rle du lappement sur les fréquenes générées
par interation non linéaire non lassique (observé sur la gure 3.7 par implémentation de la relation
d'état (3.5)) est analysé par une modélisation théorique simple. Pour plus de détails le leteur peut se
référer à l'Annexe C, ontenant l'artile publié dans Ultrasonis.
Les résultats présentés sur les gures 3.5(b) et 3.7(b) sont obtenus pour une paire de fréquenes
d'exitation f1 = 35 kHz et f2 = 45 kHz. Cependant les omposantes spetrales non issues d'un
proessus de mélange de fréquenes sont fortement dépendantes de la paire de fréquenes d'exitation
hoisie. L'eet du hoix des fréquenes d'exitation est présenté sur la gure 3.8 pour un grand nombre
de données expérimentales. Chaque olonne orrespond à des spetres dont les amplitudes sont odées
en ouleurs. Sur la gure 3.8(a), la fréquene f1 est xée à 30 kHz et la fréquene f2 varie de 40 à 50
kHz. Sur la gure 3.8(b), haque fréquene d'exitation varie, de 30 à 40 kHz pour f1 et de 40 à 50
kHz pour f2. Sur la gure 3.8(), la fréquene f2 est xée à 40 kHz et la fréquene f1 varie de 30 à 40
kHz. La fréquene diérene ∆f générée est visible sur haque spetre et suit l'évolution de la paire de
fréquenes hoisie. En partiulier, pour un éart onstant de la paire de fréquenes d'exitation sur la
gure 3.8(b), la fréquene diérene 10 kHz est xe. Les fréquenes ontenues dans le spetre ne sont
pas, pour ertaines, générées par la première interation non linéaire. Ces fréquenes n'apparaissent
de surroît que pour quelques ombinaisons de fréquenes d'exitation (visible en basses fréquenes
sur les gures 3.8(a) et 3.8(b)). En regardant plus en détail les fréquenes générées, il apparaît que
les basses fréquenes générées orrespondent aux plus grands diviseurs ommuns (PGDC) des hautes
fréquenes d'exitation (et leurs harmoniques supérieures). Par exemple, pour les fréquenes f1 = 36
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kHz et f2 = 46 kHz (de PGDC 2 kHz), les fréquenes 4 et 6 kHz sont failement observables. Cet
eet est suintement expliqué par un modèle simple ave non-linéarité de lappement.




Fig. 3.8  Spetres expérimentaux obtenus pour diérentes ombinaisons de fréquenes d'exitation
entre 30 et 50 kHz.
Pour une faible non-linéarité, les modiations des spetres de signaux proviennent d'un proessus
lassique de mélange de fréquenes. Les premiers eets de génération non linéaires produisent alors les
omposantes f1 + f2, f1 − f2, 2f1 et 2f2. Dans le as d'une forte non-linéarité, la situation peut être
omplétement diérente, omme observée auparavant. Les non-linéarités fortes omme le lappement
ou les non-linéarités hystérétiques présentent des singularités dans la relation ontrainte/déformation,
qui peuvent être à l'origine des eets observés. Considérons un assemblage granulaire omposé de
ylindres. Le ontat entre deux ylindres est élastiquement linéaire pour de faibles hargements [41℄,
si le ontat est fermé. Au ontraire, un ontat ouvert n'est pas ontraint. Par onséquent, l'élément
miroméanique onsidéré est fortement non linéaire. La prise en ompte de l'ouverture du ontat
entre deux ylindres amène à la relation ontrainte/déformation
σ = EεH(−ε), (3.7)
où E est le module élastique du ontat et la onvention ε > 0 orrespond à une ompression du
ontat. En onsidérant une perturbation aoustique bifréquentielle, la déformation d'un ontat entre
deux ylindres s'érit :
ε = ε0 + ε1 cos(ω1t) + ε2 cos(ω2t+ φ), (3.8)
ave ε1,2 les amplitudes de déformation aoustique de pulsation ω1,2 et φ un terme de déalage de
phase. D'après la relation d'état (3.7), la ontrainte est nulle pour des déformations positives, et la
réponse du système à la déformation appliquée est linéaire jusqu'à une valeur d'amplitude ritique.
D'après l'équation (3.8), ette valeur ritique est atteinte lorsque ε1 cos(ω1t)+ε2 cos(ω2t+φ) est égal à
−ε0. Au dessus de ette amplitude de déformation, le ontat s'ouvre durant une période T0 = t2− t1,
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où t1 et t2 sont les bornes temporelles sur une période de l'onde aoustique où ε > 0 (voir la gure 7 de
l'annexe C). Cette ouverture du ontat, à l'origine de l'absene de transmission aoustique, inuene
fortement le spetre de ontrainte. En eet, sur et intervalle de temps t1 ≤ t ≤ t2, la ontribution non
linéaire à la ontrainte dynamique est forte et résulte en la modiation du signal. Pour le signal de
déformation (3.8), la période du signal total est égale au PGDC des deux fréquenes émises. Si T1 = 1/f1
et T2 = 1/f2, alors la période T du signal vaut T = n1T1 = n2T2 ave n1,2 des entiers les plus petits
possibles. Le aratère loalisé de la ontribution non linéaire à la ontrainte (d'une durée t2− t1 ≤ T )
assure que la forte non-linéarité exite de manière simultanée diérentes omposantes spetrales de
fréquenes F = m/T , ave m = 0, 1, 2, · · · . Puisque les fréquenes F peuvent être diérentes de
f2 − f1, les omposantes fréquentielles générées dièrent de elles obtenues par première interation
non linéaire (les fréquenes f1 + f2, f1 − f2, 2f1).
La présene de la fontion de Heaviside dans la relation ontrainte/déformation inuene ainsi
fortement, par ses singularités, sur le ontenu spetral du signal aoustique reçu. La tronation du
signal induite par ette fontion résulte en une ontribution non linéaire à la ontrainte dynamique,
favorisant la génération de nouvelles omposantes fréquentielles.
Bilan sur les expérienes non linéaires réalisées
Les expérienes de génération d'harmoniques et de génération de fréquene diérene ont quantita-
tivement montré une diminution des non-linéarités aoustiques au ours du proessus de ompation.
Ave les réarrangements du milieu et le gain en ompaité, le nombre de oordination par billes aug-
mente. L'augmentation du nombre de oordination s'aompagne de la réation de ontats faibles, au
moins dans un premier temps. Cependant, es ontats faibles sont diéremment hargés, et ertains
peuvent présenter du glissement. Parmi la réation de ontats faibles glissants ou non, il est important
de déterminer la proportion des ontats glissants relativement à eux qui ne glissent pas pour om-
prendre leur inuene sur les non-linéarités du milieu. La diminution des non-linéarités aoustiques a
été observée sur le paramètre de non-linéarité quadratique β pour les expérienes de génération d'har-
moniques. Ensuite, pour le mélange de fréquene, la transition 2→ 3/2 sur la dynamique en amplitude
de l'onde de fréquene diérene vers les plus hautes déformations statiques de ontat est qualitative-
ment interprétée par une modélisation numérique omme la diminution du nombre de ontats faibles.
Mais il est aussi montré la diulté d'obtenir des résultats aranhis des eets linéaires sur l'onde
aoustique. En eet, les fontions de réponse en fréquene introduites au hapitre 2 perturbent la
ompréhension des phénomènes aoustiques ayant lieu au ours de la ompation. Pour les expérienes
non linéaires réalisées jusqu'ii, le suivi aoustique de la ompation s'eetuait par des mesures à
fréquene xe (la fréquene fondamentale et ses harmoniques, la fréquene diérene générée par les
ondes de pompage) dont le omportement linéaire varie sur une expériene de ompation. Il apparaît
alors qu'un suivi aoustique dynamique s'impose pour obtenir à la fois l'information linéaire et non
linéaire sur la propagation aoustique. Ce suivi est réalisable au moyen de l'étude des résonanes non
linéaires du milieu, présentée dans la partie suivante.
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3.4 Résonanes non linéaires
3.4.1 Méthode de résonane
La méthode des résonanes non linéaires est basée sur l'exitation et le suivi d'un ou plusieurs
modes de résonane en fontion du niveau d'exitation de l'onde sonore. Un matériau homogène sans
défaut présente une non-linéarité au niveau atomique provenant de la relation ontrainte/déformation
non linéaire. Cette faible non-linéarité est très inférieure aux non-linéarités renontrées dans les rohes
et milieux granulaires, et pour es raisons une augmentation du niveau d'exitation n'a très souvent
auune inuene sur la valeur des fréquenes de résonane du matériau. Pour un matériau hétérogène
ou endommagé (miro-ssures, délamination), les non-linéarités intrinsèques du milieu vont aeter
les ourbes de résonane ave l'augmentation de la solliitation aoustique (voir la gure 3.9). Par
onséquent, la non-linéarité élastique inuene les fréquenes de résonane du système, tandis que la
non-linéarité dissipative aete la valeur de l'amplitude à la résonane ainsi que le fateur de qualité
















































Fig. 3.9  Eets des non-linéarités du milieu sur les ourbes de résonane normalisées par l'amplitude
aoustique émise.
3.4.2 Résultats expérimentaux
Le dispositif expérimental est identique à elui du hapitre préédent. Le milieu est onstitué de
billes de verre de diamètre 2 mm ; la ompaité initiale du milieu est estimée à Φ = 0.585 pour une
hauteur de la olonne granulaire de 20 cm.
Puisque la distane entre transduteurs est xée, le milieu granulaire agit omme un résonateur de
fréquene de résonane f0 =
c0
2L , où c0 est la vitesse linéaire de propagation des ondes longitudinales
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dans le milieu et L est la distane entre apteurs. Les apteurs étant plus rigides que le milieu, la
première résonane s'eetue en demi-onde, soit une longueur d'onde à la résonane égale au double de
la distane entre transduteurs. Pour L ≃ 8 cm obtenu à partir des mesures de réponse en fréquene
dans l'air, et une vitesse de propagation de l'ordre de 160 m/s en début de ompation, l'ordre de
grandeur de la fréquene de résonane du premier mode est f0 ≃ 1210 Hz. Les résonanes supérieures
sont des multiples entiers de f0 et pour λacous =
4
3L, le apteur en réeption est situé à un noeud
de vibration d'où une antirésonane à environ 1875 Hz. Les premiers modes de résonane du milieu
granulaire sont identiés sur la gure 3.10. Pour s'assurer que le pi de résonane à la fréquene
f0 ≃ 1210 Hz est bien le premier mode de résonane, le milieu granulaire est préontraint légérement
















































1150 Hz 1220 Hz
Fig. 3.10  Fontion de réponse en fréquene à faible amplitude aoustique en début de ompation
pour Φ = 0.585. Insert : Courbes de résonane non linéaire du mode demi-onde de la uve.
A faible amplitude aoustique d'exitation, les résonanes observées se superposent et auun
déalage de fréquene de résonane ni de hangement du fateur de qualité n'apparaissent. En dessous
de la déformation aoustique ritique εcrit induisant une modiation de la ourbe de résonane, le
milieu est dit linéaire. L'extration de la fréquene de résonane linéaire et du fateur de qualité
linéaire du milieu est alors possible par un ajustement Lorentzien de la ourbe de résonane. Le milieu
granulaire onsidéré étant non onsolidé et uniquement soumis à son propre poids, les déformations
statiques entre billes sont faibles et induisent une forte dissipation de l'onde au niveau des ontats. Ce
phénomène se aratérise par des pis de résonane assez larges ave un fateur de qualité de l'ordre
de 20± 3.
Dynamique ave la ompation
La gure 3.11 présente l'évolution des ourbes de résonane du premier mode en fontion de la
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ompaité du milieu. Sur la gure 3.11(a), les ourbes de résonane sont mesurées avant l'expériene
de ompation du milieu granulaire, puis une séquene de 5.104 taps à amplitude de solliitation Γ = 2
est réalisée en vue de suivre l'évolution des paramètres linéaires et non linéaires ave la ompation du
milieu. L'eet de rigidiation du milieu s'observe par le déalage vers les plus hautes fréquenes de la
fréquene de résonane linéaire (à faible amplitude aoustique) ave le nombre de seousses eetuées.
Une fois la ompaité du milieu stabilisée après une séquene de 5.104 taps, les ourbes de résonane
(voir la gure 3.11(b)) présentent un aspet plus symétrique, et à la fois un déalage de fréquene
de résonane et un élargissement de la largeur du pi de résonane inférieurs à eux en début de
ompation. Ces diérentes aratéristiques, signes de non-linéarités, et leur évolution en fontion du
proessus de ompation, sont étudiées dans la suite de e hapitre.
(a) (b)






















































































Fig. 3.11  Courbes de résonanes (normalisées par l'amplitude aoustique émise) du milieu granulaire
pour (a) l'état initial du milieu granulaire Φ ≃ 0.585, (b) le milieu granulaire ompaté Φ ≃ 0.63 après
une séquene de 5.104 taps.
3.4.3 Suivi de la fréquene de résonane linéaire
Dans un premier temps, les propriétés aoustiques linéaires du milieu granulaire sont étudiées.
La rigidiation du milieu granulaire en ours de ompation résulte en l'augmentation du module
élastique linéaire E0. Puisque la distane L entre transduteurs est xée, la fréquene de résonane
linéaire f0 = c0/2L est proportionnelle à la vitesse linéaire des ondes longitudinales du mode onsidéré.
L'augmentation du module d'Young linéaire E0 = ρ0c
2
0 est liée au gain en ompaité, don à
l'augmentation de la masse volumique ρ0, mais aussi à l'augmentation de la vitesse aoustique linéaire
des ondes. La fréquene entrale du pi de résonane est extrait par un ajustement Lorentzien lorsque
le milieu est onsidéré linéaire, 'est-à-dire pour des déformations d'exitation inférieures à ε ≃ 10−6.
Son évolution au ours du proessus de ompation est représentée sur la gure 3.12(a) en fontion
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du nombre de solliitations. Le omportement est reprodutible sur inq réalisations de l'expériene
de ompation à amplitude de solliitation xée. Pour l'état initial de l'arrangement granulaire, la
fréquene de résonane linéaire vaut f0 ≃ 1200 Hz et évolue selon un proessus logarithmique ave
le nombre de seousses jusque la valeur nale f0 ≃ 1580 Hz, soit un aroissement de ≃ 30%. La
dynamique d'évolution de f0 est identique à la dynamique de la ompaité étudiée au hapitre 2.
Un ajustement ave la loi KWW utilisée pour la mesure de la ompaité fournit alors les paramètres
f∞ = 1600 Hz, ∆f∞ = 560 Hz, τ = 200 n
−1
tap et β = 0.2. L'exposant aratéristique de l'exponentielle
étendue est du même ordre que pour la ompaité β ≃ 0.25. Après une séquene de 8.103 seousses,
auune variation signiative n'est observée. Le suivi des miro-arrangements se déroulant en n du
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Fig. 3.12  (a) Evolution de la fréquene de résonane linéaire f0 obtenue à faible amplitude d'exitation
aoustique en fontion du nombre de seousses. (b) Vitesse des ondes longitudinales du mode 1/2-onde
en fontion de la ompaité du milieu granulaire. Le omportement non linéaire diminue au ours de
la ompation.
A partir de la mesure de la fréquene de résonane linéaire, la vitesse des ondes longitudinales est
obtenue par c0 = 2Lf0. La valeur de vitesse linéaire de propagation des ondes longitudinales est de
≃ 160 m/s en début de ompation. Cette valeur de vitesse pour le milieu non ompaté a été vériée
par des mesures de temps de vol pour des impulsions aoustiques. La gure 3.12(b) représente l'évolu-
tion de la vitesse des ondes longitudinales ave la ompaité du milieu pour des amplitudes aoustiques
roissantes. La dépendane de la vitesse c0 ave la ompaité du milieu est prohe d'un omportement
linéaire, ave pour valeur nale c0 ≃ 220 m/s. La dépendane linéaire de la vitesse c0 (mais aussi de
la fréquene de résonane linéaire f0) ave la ompaité du milieu montre, en dépit de la saturation
observée aussi pour la mesure de ompaité, que le problème inverse de détermination de la ompaité
du milieu granulaire par une mesure aoustique est réalisable. Alors que la variation de ompaité est
faible, ∆Φ ≤ 5%, les mesures aoustiques montrent une plus grande sensibilité à l'évolution struturale
du matériau. En eet, la variation relative de vitesse (ou de fréquene) linéaire est de ≃ 30% entre les
états initiaux et naux de ompaité. Un dispositif aoustique de suivi de la ompation d'un réservoir
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agroalimentaire, par exemple, est alors envisageable par une mesure aoustique linéaire de l'empile-
ment. Mais une onstatation limite les possibilités, à savoir que la faible ontrainte de onnement
(don les faibles vitesses aoustiques) demande une grande préision de la mesure. Dans e as, seule
la mise au point d'une méthode qualitative pour une appliation tehnique est envisageable.
L'évolution de la vitesse ave l'amplitude aoustique d'exitation est aussi présentée. La vitesse des
ondes aoustiques diminue ave l'amplitude aoustique exhibant le phénomène de ramollissement du
milieu sous l'ation de l'onde aoustique. Ave l'augmentation de ompaité, le déalage de la vitesse
ave l'amplitude aoustique diminue. Pour Φ = 0.59, le déalage de vitesse en fontion de l'amplitude
aoustique est de 10 m/s, et devient non signiatif pour les hautes ompaités Φ ≥ 0.62. Cette
approhe sur les mesures de propriétés non linéaires du milieu laisse apparaître une diminution des
non-linéarités au ours de la ompation, vériée par la suite ave la mesure du déalage de fréquene




Le déalage de la fréquene de résonane du milieu est une mesure sensible de la non-linéarité
aoustique du milieu. En appliquant des exitations aoustiques roissantes, la fréquene de résonane
peut augmenter ('hardening') ou diminuer ('softening') selon que le matériau se durisse ou ramollisse
sous l'ation de l'onde aoustique. Ce phénomène renseigne alors sur les propriétés aoustiques non
linéaires du matériau. Fondamentalement, les non-linéarités élastiques impliquent une équation d'état
(ou relation ontrainte/déformation) non linéaire. Dans le adre de la théorie non linéaire lassique de
Landau [49℄, en supposant une relation d'état unidimensionnelle, la ontrainte s'érit en développement
en puissanes suessives de la déformation
σ = E0ε(1 + βε+ δε
2 + · · · ), (3.9)
où E0 est le module d'Young linéaire du matériau, β et δ les paramètres non linéaire lassiques du
seond et troisième ordre. Cette théorie s'applique à des matériaux faiblement non linéaires, soit β









relie le déplaement normal u à la ontrainte de ompression σ. Puisque le milieu est supposé fortement
non linéaire, la non-linéarité géométrique est négligée devant la non-linéarité physique de l'équation
d'état du matériau et la déformation s'érit ε = ∂ u/∂ x en omettant les termes quadratiques de











Le terme anglais 'softening' est généralement utilisé dans la littérature pour dérire la diminution du module d'Young
du matériau ave l'augmentation de l'amplitude aoustique ; un équivalent en français est le ramollissement du milieu.
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ave la vitesse des ondes c déni par






)2 + · · · ), (3.12)
où c20 = E0/ρ0 est la vitesse linéaire des ondes. La vitesse c d'une onde dépend ainsi du niveau de
déformation ε = ∂ u/∂ x, et son sens de variation ave l'exitation aoustique dépend de la valeur et
du signe des paramètres non linéaires β et δ. Lors du phénomène de résonane, la déformation est nulle
en moyenne sur une période < ε >= 0. Dans e as, et en omettant les puissanes supérieures à 2 (ar







où f = c/2L est la fréquene de résonane pour des exitations aoustiques roissantes et f0 est la
fréquene de résonane linéaire du mode onsidéré obtenue à faibles amplitudes aoustiques. L'équa-
tion (3.13) dérit le déalage de la fréquene de résonane (proportionnel à la variation du module
d'Young) omme étant quadratique ave la déformation aoustique ε et proportionnel au terme non
linéaire δ. Généralement, e omportement quadratique du déalage de fréquene de résonane en fon-
tion de la déformation aoustique n'est pas observé dans les rohes [43, 70℄. L'exposant de la relation
















































































Fig. 3.13  (a) : Déalage de la fréquene de résonane en fontion de la tension détetée au maximum
du pi de résonane. Seules quelques étapes au ours du proessus de ompation sont ahées pour
la lisibilité de la ourbe. (b) : Amplitude du maximum du pi de résonane en fontion de la tension
aoustique injetée pour une expériene de ompation.
La gure 3.13(a) présente le déalage de fréquene de résonane normalisé par la fréquene de
résonane linéaire en fontion de la tension détetée au maximum du pi de résonane. Seules quelques
étapes du proessus de ompation sont ahées pour la lisibilité de la ourbe. Puisque le milieu
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granulaire et ses propriétés aoustiques évoluent au ours de la ompation (omme indiqué au hapitre
préédent par les fontions de réponse en fréquene), il est néessaire de traer le déalage de fréquene
de résonane en fontion de la tension détetée au maximum du pi de résonane ANL. En eet, ette
tension proportionnelle à la déformation aoustique renseigne sur l'état du milieu granulaire au ours
du proessus de ompation. L'évolution de la tension détetée au maximum du pi de résonane ave
l'amplitude aoustique imposée est présentée sur la gure 3.13(b). Il apparaît que l'atténuation du pi
de résonane (diérene entre la tension détetée à faible amplitude aoustique et elle à fort niveau
d'exitation) évolue très peu au ours d'une expériene de ompation.
Aux faibles amplitudes aoustiques d'exitation ε ≤ 10−6, la fréquene de résonane ne varie pas
de manière signiative ave la déformation aoustique et la fréquene de résonane linéaire f0 est
identiée. Pour une exitation plus élevée ε ≥ 10−6, la fréquene de résonane se déale vers les basses
fréquenes et le matériau présente du ramollissement. Sur la gure 3.13(a), le déalage de fréquene
de résonane est représenté à partir de ette amplitude d'exitation seuil. La dynamique d'évolution
est lairement linéaire en fontion de la tension détetée, soit ∆ f/f ∼ αfVmes, où Vmes est la tension
détetée au maximum du pi de résonane et αf est un paramètre aratérisant la non-linéarité étudiée
plus tard. Au ours du proessus de ompation, le déalage de fréquene de résonane est moins
prononé, omme observé sur la gure 3.11. A t = 0 taps, la fréquene de résonane linéaire f0 vaut
≃ 1210 Hz et le déalage de fréquene entre les extrema d'amplitudes aoustiques est de ∆ f ≃ 50 Hz,
soit un éart de 4% par rapport à la valeur linéaire. A la n d'une séquene de ompation de 5.104
taps, le déalage ne vaut plus que ∆ f ≃ 25 Hz, soit 1.5% de déalage par rapport à f0final ≃ 1550
Hz. Le paramètre de non-linéarité αf diminue alors au ours du proessus de ompation. Chaque
expériene de ompation réalisée montre une reprodutibilité sur le omportement global de ette
dynamique de déalage de résonane. En moyennant sur inq réalisations de ompation du milieu
granulaire à amplitude de solliitation xée, l'évolution du paramètre non linéaire αf ave le nombre
de seousses est bien modélisée par une déroissane exponentielle (voir la gure 3.14). Un ajustement
de la forme Ae−antap +B fournit les paramètres A = 0.04, B = 0.01 et a = 14.10−5.
La dépendane linéaire du déalage de fréquene de résonane fontion de la tension mesurée
est le signe d'une non-linéarité où le phénomène d'hystéresis non linéaire doit être ajouté à la
relation ontrainte/déformation. L'équation d'état assoiée à e phénomène doit prendre en ompte la
dépendane de la réponse du milieu au signe de la variation de la déformation ∂ε/∂ t. Dans e as, une
relation ontrainte/déformation hystérétique peut être dérite par :
σ = E0ε(1 + βε+ δǫ
2 + · · · ) + αF (ε, sign(∂ε
∂ t
)), (3.14)
où le oeient α quantie l'importane de l'hystérésis dans la relation ontrainte/déformation, et F
est une fontion dérivant et hystérésis. Dans le as d'une déformation monofréquentielle dans une
barre résonante granulaire [33℄, l'approximation quadratique hystérétique implique un déalage de la
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où αf est le paramètre de non-linéarité quadratique hystérétique. La dépendane linéaire du déalage
de fréquene de résonane ave la déformation aoustique obtenue dans notre expériene onrme
le aratère quadratique hystérétique de la non-linéarité du milieu. Un autre indiateur d'hystérésis
dans la relation d'état du milieu, disutée i-dessous, est la mesure de l'atténuation en fontion de
































Fig. 3.14  Paramètres non linéaires hystérétiques élastique αf et dissipatif αQ en fontion du nombre
de solliitations. La déroissane exponentielle est ahée en pointillés.
3.4.5 Dissipation linéaire et non linéaire
Pour les faibles amplitudes aoustiques d'exitation ε ≤ 10−6, le milieu est onsidéré linéaire. Il en
résulte que la fréquene de résonane ne varie pas de manière signiative ave l'amplitude aoustique
imposée. De la même manière, auun hangement n'est observé sur les mesures de l'amplitude du pi à
la résonane et de la largeur relative du pi de résonane. Pour un système élastique linéaire, le fateur







relie la quantité d'énergie élastique stokée dans le système W sur l'énergie dissipée en une période de
l'onde aoustique ∆W . Dans e as le fateur de qualité linéaire Q0 est proportionnel à l'amplitude
à la résonane pour une fore donnée. Un ajustement de la ourbe de résonane ave une ourbe
Lorentzienne permet d'extraire e terme de dissipation lorsque le milieu est linéaire. La gure 3.15(a)
présente le fateur de qualité linéaire Q0 extrait à basse amplitude aoustique d'exitation, et son
évolution au ours de la ompation. Les valeurs obtenues de Q0 sont faibles, Q0 = 20 ± 3, et sont
intuitivement dues à la faible ontrainte de onnement du milieu granulaire. Les aires de ontats
entre billes sont alors faibles et induisent une forte dissipation de l'énergie aoustique au ours de
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sa propagation (par des phénomènes thermoélastiques par exemple [90℄). De plus, le nombre de
ontats pouvant présenter du glissement est important dans un milieu granulaire non onsolidé, et
les phénomènes de frition au niveau des ontats peuvent aussi être à l'origine de la dissipation. Le
omportement fortement bruité du fateur de qualité linéaire Q0 autour de l'ajustement logarithmique
(gure 3.15(a)) fait apparaître une forte sensibilité du fateur de qualité linéaire à la struture du
milieu. Enn, au ours du proessus de ompation, le fateur de qualité Q0 roît faiblement. Ce
phénomène est à orréler ave l'augmentation de l'amplitude du maximum du pi de résonane (voir la
gure 3.13(b)). Cependant, alors que l'augmentation de l'amplitude A0 du pi à la résonane onorde
qualitativement ave la diminution de la dissipation (inverse au fateur de qualité), le aratère non
monotone du fateur de qualité Q0 n'est pas retrouvé sur l'évolution de A0 (roissane monotone ave
la ompation).
Lorsque le milieu est non linéaire, l'ajustement Lorentzien ne peut pas être utilisé. Les ourbes de
résonanes non linéaires sont moins marquées (augmentation de la largeur du pi) et moins symétriques,
e qui empêhe aussi l'utilisation de la méthode à −3 dB. Une approhe expérimentale [42℄, adaptée
aux milieux fortement non linéaire et dissipatifs tels les milieux granulaires, détermine l'atténuation
dépendante de l'amplitude aoustique par la mesure de l'amplitude de déformation détetée au sein















ave ε l'amplitude de déformation détetée pour la tension V , Q0 le fateur de qualité linéaire obtenu
pour l'amplitude de déformation ε0 à la tension V0. La gure 3.15(b) présente l'atténuation non linéaire
estimée par l'équation (3.18) en fontion de la tension mesurée V au maximum du pi de résonane.
Les observations expérimentales montrent que la variation d'atténuation ∆(1/Q(ε)) a une dépendane
linéaire ave la tension détetée. De manière identique au paramètre non linéaire élastique introduit






) ∼ αQε, (3.19)
reliant la déformation aoustique détetée ε aux pertes énergétiques non linéaires ∆(1/Q(ε)). Au ours
du proessus de ompation, l'atténuation non linéaire diminue, e qui rejoint l'observation des ourbes
de résonane sur la gure 3.11. Pour l'état nal de ompation (voir la gure 3.11(b)), la variation de la
largeur du pi est inférieure à elle des ourbes de résonane pour l'état initial (voir la gure 3.11(a)).
Le paramètre d'atténuation non linéaire déroît au ours du proessus de ompation, tout omme le
paramètre non linéaire élastique hystérétique αf . Son évolution, présentée sur la gure 3.14, est bien
ajustée par une déroissane exponentielle Ae−antap +B ave les paramètres A = 0.015, B = 0.018 et
a = 2.10−4.
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Fig. 3.15  (a) Evolution du fateur de qualité linéaire Q0 au ours de la ompation. (b) Paramètre
d'atténuation non linéaire ∆(1/Q(ε)) en fontion de la tension mesurée au maximum du pi de
résonane. L'atténuation non linéaire diminue au ours de la ompation
Pour un solide élastique homogène, il sut de soustraire aux eets non linéaires d'atténuation
la omposante indépendante en amplitude aoustique pour s'aranhir de la présene de pertes
énergétiques linéaires (provenant des pertes thermoélastiques ou visqueuses). Cei est plus ompliqué
pour les géomatériaux. Dans les rohes et milieux granulaires, les propriétés hystérétiques du milieu
proviennent des eets de frition ou d'adhésion loalisés aux défauts fortement ompressibles, omme
les fratures ou les ontats inter-grain. Ces défauts, de faibles raideurs, peuvent partiiper grandement
aux pertes ausées à la fois par les méanismes linéaires de dissipation et par les eets hystérétiques.
Ces pertes peuvent être thermoélastiques et dues à la géométrie des défauts (fortes déformations
loales, diusion thermique frustrée). Les pertes linéaires dans leur origine physique peuvent alors
devenir dépendantes de la déformation aoustique dans les milieux miro-inhomogènes. Il est possible
de montrer que dans es milieux, la ombinaison des eets non linéaires élastiques et des pertes linéaires
loalisées aux défauts peut expliquer la dissipation non linéaire (dépendante de l'amplitude) [92℄. Nous
disutons dans la setion suivante de la possibilité de s'aranhir des eets linéaires de la relation
ontrainte/déformation sur l'évaluation des non-linéarités du milieu.
3.4.6 Paramètre de Read
Le paramètre de Read [77℄ a été introduit pour aratériser la forme de la boule d'hystérésis dans
la relation ontrainte/déformation. En eet, la non-linéarité de la relation ontrainte/déformation peut
être approximée par une déformation en loi de puissane de la ontrainte, ette loi de puissane étant
diérente selon le sens de variation de la ontrainte. La puissane peut alors être estimée expérimen-
talement par les dépendanes en amplitude du dérément et de la non-linéarité élastique. Les données
expérimentales reueillies sur le paramètre de non-linéarité élastique hystérétique αf et le paramètre
d'atténuation non linéaire αQ donnent ainsi des informations omplémentaires sur la boule d'hysté-
résis. L'évolution du paramètre de Read au ours du proessus de ompation apparaît omme une
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soure additionnelle de la ompréhension de la physique de e proessus.
An de aratériser les variations relatives de l'atténuation non linéaire par rapport à l'élastiité





est introduit ommme le rapport du dérément logarithmique D sur ∆E/E0 = (E − E0)/E0, la
variation relative du module élastique ave l'amplitude aoustique. Le dérément logarithmique est
inversement proportionnel au fateur de qualité du milieu D = π/Q, et l'atténuation non linéaire sera










En négligeant l'eet de ompation induit aoustiquement, soit ∆ρ/ρ0 = (ρ−ρ0)/ρ0 ≃ 0, et la longueur
de résonane du système étant onstante, soit ∆ f = (f −f0)/f0 ≃ ∆ c/Lresonance, la variation relative














et son évolution au ours de la ompation du milieu granulaire est présentée sur la gure 3.16. Malgré
le aratère bruité du paramètre estimé, l'évolution semble passer d'un plateau où r vaut environ 0.5
jusque 102 taps puis augmente jusque 103 taps au triple de sa valeur initiale avant de saturer ave la
ompation pour des nombres de taps élevés.
Diérentes valeurs du paramètre de Read sont reportées dans la littérature [51℄ pour diérents
modèles d'hystérésis. Dans le modèle d'amortissement de Granato et Lüke pour des disloations dans
des ristaux [28℄, l'équation d'état σ = σ(ε, ε˙) du milieu est aratérisée par une fontion hystérétique
dont l'aire détermine les pertes non linéaires, et la dérivée la variation de module élastique. La boule
d'hystérésis pour e modèle de disloations est illustré sur la gure 3.17(a). La boule hystérétique est
symétrique par rapport à l'origine de la relation ontrainte/déformation. L'énergie vibratoire est per-
due dans un mouvement hystérétique réversible durant une demi-période de l'onde aoustique. Dans le
modèle de frition de Davidenkov [51℄, illustré sur la gure 3.17(b), la boule hystérétique ne passe pas
par l'origine et présente une symétrie biaxiale. La non-linéarité de la relation ontrainte/déformation
est alors dérite par une déformation en loi de puissane de la ontrainte dépendant du sens de variation
de ette dernière. Pour les deux modèles de disloations ités, le paramètre de Read obtenu, prohe
de l'unité, n'exhibe pas de valeurs très diérentes [51℄. Il en résulte que la préision du paramètre de





























Fig. 3.16  Evolution au ours de la ompation du paramètre de Read lassique alulé à partir de
l'équation (3.16).
Read est d'une grande importane pour la aratérisation de la boule hystérétique. Cependant, il faut
d'abord s'assurer que le omportement observé (gure 3.16) est bien dû aux phénomènes non linéaires,






Fig. 3.17  Illustration des modèles de boules hystérétiques de Granato-Lüke (a) et de Davidenkov
ave frition (b).
Alors que l'ensemble des paramètres non linéaires observés jusqu'ii diminuent ave la ompation,
le rle relatif de l'atténuation non linéaire par rapport à l'élastiité non linéaire augmente durant e
proessus. Cependant, l'évolution du paramètre de Read ave la ompation peut être ausée autant par
l'évolution des propriétés linéaires du milieu que par l'évolution de ses propriétés non linéaires. De e fait
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le paramètre ontenant l'information uniquement sur les parties non linéaires de ette relation d'état
du milieu n'est pas le paramètre de Read lassiquement utilisé. Celui-i dépend à la fois de la variation
ave l'amplitude aoustique du dérément logarithmique et du déalage de fréquene de résonane
normalisé, e qui ne signie pas qu'il dépende uniquement des non-linéarités du milieu. Par onséquent,
il onvient de supprimer l'information sur les propriétés linéaires de la relation ontrainte/déformation
pour le alul du paramètre de Read, es propriétés linéaires variant ave la ompation du milieu.
Pour ela, onsidérons une déformation aoustique εac = εA cos(ω t) = εA cos(θ) sinusoïdale de
pulsation ω et d'amplitude εA. Cette déformation aoustique est à l'origine d'une ontrainte σ
σ = σA cos(θ + φ) = σA cos(φ) cos(θ)− σA sin(φ) sin(θ). (3.24)
déphasée ave l'exitation. Cette ontrainte se déompose en une partie d'amplitude σ′ = σA cosφ en
phase ave la déformation imposée et une partie d'amplitude σ′′ = σA sinφ en quadrature de phase
qui traduit la dissipation de l'onde au ours de sa propagation. Dans l'approximation d'un déphasage
petit |φ| ≪ 1, soit φ ∼ tan(φ), le dérément logarithmique











où −σ′′ ≥ 0 est l'amplitude de l'énergie dissipée en une période de l'onde aoustique.
L'expression du module d'Young est généralement obtenue par le rapport entre la ontrainte induite
dans le matériau et la déformation élastique assoiée. Une expression exate de e module [51℄ doit





An d'ter l'information linéaire inhérente au alul du paramètre de Read, il est néessaire de
déomposer la ontrainte σ en une partie linéaire et une partie non linéaire dépendante de l'amplitude
aoustique émise pour les deux omposantes en phase et hors phase
σ′ = σ′0 + σ
′
nl (3.28)
σ′′ = σ′′0 + σ
′′
nl, (3.29)
où l'indie 0 dénote la omposante linéaire de la ontrainte et l'indie nl indique la dépendane en
amplitude du paramètre onsidéré. En supposant les omposantes non linéaires faibles devant la
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En suivant le même raisonnement pour l'évaluation du déalage de fréquene de résonane issu de







































qui est une fontion dépendant uniquement des non-linéarités de la relation ontrainte/déformation,
puisque −σ′′nl représente l'amplitude de l'énergie dissipée non linéairement en une période et σ′nl
l'amplitude élastique non linéaire de la omposante en phase ave la déformation imposée. En plus
de la normalisation du paramètre de Read lassique par un fateur 2π, il faut ajouter le terme
1/Qo représentant la partie linéaire de l'atténuation dans le milieu. Le paramètre non linéaire
assoié à l'équation (3.33), appelé paramètre de Read non linéaire, est présenté sur la gure 3.18.
Le omportement du paramètre de Read non linéaire est identique à elui alulé par les méthodes
lassiques (voir la gure 3.16) puisque le fateur de qualité linéaire Qo évolue peu durant une expériene
de ompation. D'une valeur moyenne de 22± 2 sur une expériene de ompation, le terme 1/Qo est

















Fig. 3.18  Evolution du paramètre de Read non linéaire alulé à partir de l'équation (3.33) et de
l'atténuation linéaire 1/Q0 ave le logarithme du nombre de seousses.
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3.5 Interprétations et disussion
Les observations expérimentales indiquent que le proessus de ompation est aompagné d'une
augmentation de la rigidité du milieu. Cet aroissement peut être attribué à l'augmentation du
hargement moyen des ontats (due à la diminution de volume du milieu) et de leur nombre (nombre
de oordination par billes). Une diminution des paramètres aoustiques non linéaires quadratiques
du milieu en ours de ompation a aussi été présentée. En première approhe, selon la théorie de
Hertz, les paramètres non linéaires lassiques sont inversement proportionnels à la déformation statique
moyenne des ontats ε0. La diminution des non-linéarités du milieu, résultant de l'augmentation de la
déformation statique moyenne des ontats, peut provenir de la densiation du milieu. Ave l'étude
du phénomène de lappement, une méthode numérique a quantitavement permis de montrer le rle
potentiel de la diminution du nombre de ontats faibles sur les eets aoustiques observés. Les ontats
faibles jouent un rle prépondérant dans les propriétés élastiques non linéaires des milieux granulaires.
Il a été observé de plus que l'élastiité non linéaire et l'atténuation non linéaire diminuent au ours de la
ompation. L'inuene des propriétés linéaires dans l'évaluation de es paramètres a été étudiée ave le
alul du paramètre de Read non linéaire. L'évolution du paramètre de Read non linéaire indique que le
rle de la dissipation non linéaire augmente relativement à l'élastiité non linéaire dans une expériene
de ompation. Cette observation est reliée à la modiation de la distribution de déformations des
ontats.
Puisque les méthodes non linéaires sont préférentiellement sensibles aux ontats faibles, l'étude
du rle de es ontats sur les paramètres non linéaires est néessaire. En partiulier, les ontats
faibles peuvent présenter des mouvements de stik/slip, ou alors glisser totalement. Cependant la
proportion entre les ontats faibles présentant du glissement et eux ave adhésion n'est pas aessible
expérimentalement. Cette modiation de la distribution de ontats aux faibles déformations statiques
peut avoir une inuene importante sur les non-linéarités aoustiques. Par exemple, il semble intuitif
qu'un ontat ave glissement total partiipe plus à la dissipation non linéaire qu'à l'élastiité non
linéaire, omparativement à un ontat ave adhésion (au vu de la relation ontrainte/déformation de
haque phénomène onsidéré). Le paramètre de Read non linéaire estimé, et son évolution au ours
de la ompation, peut alors donner des informations importantes sur la physique des ontats et sur
leur évolution. Les rles de la dissipation non linéaire et de l'élastiité non linéaire pour des ontats
exhibant des mouvements de stik/slip ou uniquement du glissement doivent alors être disutés.
Tout d'abord la sensibilité des méthodes aoustiques linéaires et non linéaires au ours du proessus
de ompation est disutée. Ensuite, un modèle qualitatif disutant du rle des ontats exhibant des
mouvements de stik/slip ou du glissement total sur les non-linéarités aoustiques est proposé pour
dérire les observations expérimentales.
3.5.1 Sensibilité des méthodes non linéaires
Les diérentes expérienes d'aoustique non linéaires réalisées ont permis de mettre en évidene une
diérene de sensibilité entre les méthodes d'aoustique linéaire et non linéaire. Le suivi de paramètres
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linéaires (fontion de réponse en fréquene, vitesse des ondes longitudinales, fréquene de résonane
du milieu) a montré une saturation de l'évolution de es paramètres au ours de la ompation. Après
103 taps, es paramètres atteignent un plateau tout omme la variation de ompaité du milieu (qui
est aussi un paramètre marosopique du milieu).
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Fig. 3.19  Sensibilité des méthodes d'aoustique linéaire et non linéaire représentée par le taux de
variation des paramètres aoustiques mesurés.
L'évolution du paramètre de Read non linéaire dérit par l'équation (3.33) montre un taux
d'aroissement élevé dans une gamme de nombre de taps omprise entre 103 et 104 taps avant de
saturer. Pour identier la sensibilité des méthodes d'aoustique linéaire et non linéaire au ours du
proessus de ompation, le taux de variation de paramètres linéaires (fréquene de résonane linéaire)
et non linéaires (paramètre de Read non linéaire) est présenté sur la gure 3.19.
Les paramètres aoustiques linéaires varient dans la même proportion que la ompaité du milieu,
et sont sensibles aux faibles nombres de taps ntap < 10
3
. Ils sont don bien adaptés pour quantier
l'évolution marosopique du milieu (diminution du volume, augmentation du module élastique
linéaire). Le paramètre de Read non linéaire présente des variations importantes dans une gamme de
solliitations 103 < ntap < 10
4
plus élevée que pour les paramètres linéaires. En eet, dans e domaine,
les paramètres linéaires sont saturés. Lorsque les réarrangements entre grains diminuent à ause de la
frustration géométrique, les phénomènes ayant lieu dans le milieu granulaire sont des réarrangements
au niveau mirosopique (miroglissements par exemple). A priori, dans ette gamme de solliitations,
les méanismes d'interation non linéaire peuvent être très sensibles à es miro-réarrangements. Il est
maintenant proposé un modèle quantitatif permettant d'analyser les variations du paramètre de Read
non linéaire, et ses impliations sur la physique des ontats au ours de la ompation granulaire.
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3.5.2 Modèle qualitatif proposé
La ontribution des éléments miroméaniques du milieu granulaire sur les non-linéarités élastiques
et dissipatives est disutée. A priori, le paramètre de Read est plus élevé pour un ontat exhibant
du glissement seul ("sliding") qu'un ontat ave mouvement de stik/slip. Pour rappel, les relations
ontrainte/déformation pour des ontats présentant un mouvement de stik/slip ou glissement sont


















Fig. 3.20  Relations ontrainte/déformation d'un ontat présentant une non-linéarité de type Hertz-
Mindlin (a), un omportement hystérétique lassique (b), un glissement faible () et un fort glissement
(d).
Généralement, la quantiation des eets non linéaires élastiques et dissipatifs est eetuée par
respetivement la pente de la relation ontrainte/déformation (non-linéarité élastique) et l'aire de ette
ourbe (non-linéarité dissipative). Ainsi il est attendu qu'un élément fortement glissant partiipe plus
à la dissipation non linéaire (ar l'aire de la relation ontrainte/déformation augmente) qu'à l'élastiité
non linéaire (lors du glissement la ontrainte σ est onstante en fontion de la déformation ε). Un
modèle simple fournissant une analyse sur la ontribution des non-linéarités élastiques et dissipatives
des ontats glissants au sein du milieu granulaire est proposé.
Pour ela un réseau granulaire ubique simple de sphères est onsidéré. L'étude porte sur la
propagation d'ondes transverses le long des haînes de billes (horizontales ou vertiales), supposant
une distribution statistique du hargement normal entre sphères. La aratérisation de l'évolution des
non-linéarités du système est étudiée par l'intermédiaire du paramètre de Read. Il a déjà été dérit
auparavant la manière dont l'inuene des propriétés linéaires de la relation ontrainte/déformation
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pouvait être éliminée du alul de e paramètre. Pour rappel, le paramètre de Read a été introduit en
érivant la réponse du milieu à une déformation aoustique sinusoïdale ε = εA cos(θ) par une ontrainte
à la même pulsation ω déphasée
σ = σ cos(θ + φ) = σA cos(φ) cos(θ)− σA sin(φ) sin(θ), (3.34)
se déomposant en une partie d'amplitude σ′ = σA cosφ en phase ave la déformation imposée et une
partie d'amplitude σ′′ = σA sinφ en opposition de phase qui traduit l'atténuation de l'onde au ours
de sa propagation. Ces omposantes en phase et en opposition de phase se déduisent de la projetion










σ sin(θ) dθ. (3.36)
Pour une onde propagative ave des pertes supposées faibles |σ′′| ≪ |σ′|, le dérément D est déni
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en supposant le déphasage de l'onde faible |φ| ≪ 1. En injetant les déompositions en phase et en












La ontrainte σ pour un seul ontat dépend à la fois de la déformation de isaillement ε et du
hargement normal FN appliqué sur e ontat, soit σi = σi(ε, FN ), où l'indie i dénote le ontat i
dans le réseau ubique. Dans le as général d'un matériau granulaire hargé de manière inhomogène,





n(FN )σi(ε, FN )dFN . (3.39)
L'expression du dérément (3.38), pour un réseau granulaire ubique simple hargé selon une distribu-










σi(ε, FN ) cos(θ)dθ
. (3.40)
De la même manière que pour l'équation (3.27), le module d'Young du milieu est déni par la











et peut être séparé en une ontribution linéaire et une omposante non linéaire en érivant la ontrainte
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où l'intégrale ontenant σNL représente la ontribution uniquement non linéaire au module d'Young
∆ENL = E −E0. Pour exprimer un paramètre de Read dépendant uniquement des ontributions non
linéaires de la dissipation et de la variation du module d'Young, la variation du module non linéaire




















De ette évaluation de la variation du module élastique non linéaire, il apparaît que le dénominateur
de l'équation (3.40) est équivalent à un terme élastique (module d'Young) et ne prend pas en ompte
la dissipation. Il est alors raisonnable d'opérer la même déomposition en ontributions linéaire et non










σ(ε, FN ) cos(θ)dθ
. (3.45)
Le paramètre de Read, déni omme le rapport relatif de la dissipation non linéaire sur l'élastiité
non linéaire, est alors obtenu en ne onsidérant que les ontributions non linéaires de la relation













σiNL(ε, FN ) cos(θ)dθ
. (3.46)
Il apparaît lairement que les ontributions linéaires à la dissipation et à l'élastiité, présentes res-
petivement aux dénominateurs des équations (3.44) et (3.45), sont éliminées. Par exemple, au ours
de la ompation du milieu granulaire, l'évolution du module d'Young linéaire (observé par le déalage
de la fréquene de résonane linéaire vers les hautes fréquenes en gure (3.12)) et de l'absorption
linéaire (augmentation du fateur de qualité linéaire Q0 observée sur la gure (3.15)), ne ontribue pas
aux variations du paramètre de Read uniquement non linéaire déni par l'équation (3.46).
Ce modèle a permis d'obtenir un paramètre purement non linéaire, le paramètre de Read non
linéaire, dépendant de l'amplitude de l'exitation aoustique εA et des non-linéarités de la relation
ontrainte/déformation pour un réseau granulaire ubique simple hargé par une distribution statistique
de fores. Il est possible dès maintenant d'estimer, suivant le type de relations ontrainte/déformation
représentant les éléments miroméaniques du milieu granulaire, quelles sont les ontributions de es
éléments aux non-linéarités élastiques et dissipatives. L'approhe la plus simple pour débuter est de
onsidérer un ontat individuel hargé par une fore normale FN pouvant présenter du glissement ou
non suivant l'amplitude de la déformation aoustique appliquée. Le modèle de deux sphères en ontat
par la théorie de Hertz a déjà été présenté dans le premier hapitre de e doument. En négligeant
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le miro-glissement sur les bords du ontat (le 'slip'), la fore tangentielle QT au niveau de l'aire de
ontat s'érit :
QT = K(FN )U
t, (3.47)
où K(FN ) est la raideur transverse du ontat et U
t
le déplaement transverse relatif entre sphères.
L'hypothèse d'absene de miro-glissement revient à érire que la fore tangentielle n'atteint pas en
amplitude la fore normale FN appliquée multipliée par le oeient de frition statique f des sphères,
soit |QT | ≤ fFN . Dans e as, le déplaement transverse U t est inférieur à la valeur fFN/K(FN ) sinon
le glissement apparaît. Pour des sphères de rayon R, la ontrainte transverse vaut σ = QT /R
2
et la
déformation transverse ε = U t/2R. En reportant dans l'équation (3.47) les valeurs de ontraintes et





K(FN )ε = K
′(FN )ε, (3.48)
où K ′(FN ) =
2
RK(FN ) est équivalent à un module élastique. En respetant la loi de Coulomb de





Il est maintenant possible de disuter du omportement linéaire ou non linéaire d'un élément
miro-méanique individuel suivant que la ontrainte transverse du ontat atteigne ou non la valeur
ritique (3.49) à laquelle apparaît le glissement.
Cas d'un ontat purement linéaire
Si, pour une déformation aoustique transverse d'amplitude εA, la ontrainte transverse pour le
ontat hargé par une fore statique normale FN n'exède pas la valeur ritique σcr, alors l'élément
miro-méanique onsidéré est purement linéaire. La relation ontrainte/déformation assoiée à et
élément est présentée sur la gure (3.21). Cette relation ne présente alors auun hystérésis et le
omportement au niveau du ontat est réversible.
La ondition de validité du omportement linéaire dérit i-dessus est que la ontrainte, assoiée à
la déformation aoustique transverse maximum d'amplitude εA,
σ(εA) = K
′(FN )εA < σcr (3.50)
ne dépasse pas la valeur ritique σcr. Le as ritique σ(εA) = σcr de non-glissement,




permet de dénir la fore normale statique ritique F crN en dessous de laquelle intervient le glissement.
La relation ontrainte/déformation présentée sur la gure (3.21) est don valable pour des ontats
soumis à des fores normales FN > F
cr
N (εA). La ontribution de et élément purement linéaire aux
non-linéarités de la relation ontrainte/déformation introduites dans le paramètre de Read alulé








σ = K ′(FN )ε
Fig. 3.21  Comportement linéaire d'un élément miro-méanique.
par l'équation (3.46) est nulle. En eet, maintenant que la fore statique ritique F crN (εA), induisant
du glissement (et don des non-linéarités), a été introduite, la paramètre de Read alulé par




∫ F crN (εA)
0 n(FN )dFN
∮





σiNL(ε, FN ) cos(θ)dθ
, (3.52)
en limitant les bornes d'intégration de la distribution statistique de fores normales uniquement sur la
gamme de fores statiques 0 < FN < F
cr
N (εA) impliquant du glissement.
Cas d'un ontat ave glissement
Lorsque la ontrainte ritique σcr est atteinte pour des fores normales FN < F
cr
N (εA), les sphères
originellement en ontat glissent l'une sur l'autre. Un tel omportement non linéaire est présenté
sur la partie supérieure de la gure 3.22. La relation σ = σ(ε) est une boule dont l'aire représente
l'énergie dissipée par yle aoustique. Cette boule d'hystérésis autour du omportement linéaire
σ = K ′(FN )ε est symétrique par rapport à l'origine. Parourons la ourbe σ = σ(ε) à partir du
point A. En augmentant progressivement la déformation ε, la ontrainte augmente linéairement ave
la déformation jusqu'à e que la valeur σcr soit atteinte pour une déformation 2εcr − εA au point B.
La ondition (3.50) n'est alors plus respetée et le glissement se traduit par une ontrainte transverse
onstante ave l'augmentation de la déformation sinusoïdale appliquée jusqu'à la déformation maximum
εA (point C). Lorsque la déformation diminue, la ondition de linéarité est alors valable σ < σcr et les
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variations sont à nouveau linéaires en amplitude jusqu'au point D. Seule la partie des déformations
positives de la ourbe hystérétique est dérite, puisque par symétrie entrale, le omportement est



















∂ε = −K ′(FN )
Fig. 3.22  Comportement non linéaire d'un élément miro-méanique (en haut) et sa ontribution
aux non-linéarités de la relation ontrainte/déformation (en bas).
Sur la partie inférieure de la gure (3.22) est représentée la ontribution non linéaire de la
relation ontrainte/déformation. Pour l'obtenir, il sut de soustraire à la fontion σtotal hystérétique
la ontribution linéaire σ = K ′(FN )ε. Si la ontrainte ritique n'est pas atteinte, l'éart entre la boule
d'hystérésis et la relation linéaire est onstant. Lors du glissement, la variation de la omposante non
linéaire de la ontrainte pour une déformation roissante est négative ∂σNL/∂ε = −K ′(FN ).
A partir de e modèle hystérétique sont évaluées les ontributions à l'élastiité non linéaire et à
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la dissipation non linéaire. Pour ela le paramètre de Read déni par l'équation (3.52) est estimé.
Le numérateur de ette équation omporte le terme
∮
σiNL(ε, FN )dε qui représente l'aire de la boule
hystérétique. Puisque le modèle onsidéré ne prend pas en ompte de dissipation pour le omportement
linéaire, les aires de la ourbe pour la boule hystérétique σtotal et de sa ontribution non linéaire
σiNL(ε) sont égales. Il est alors simple de aluler ette aire géométriquement∮
σiNL(ε, FN )dε = 4σcr(εA − εcr), (3.53)
où la déformation ritique est obtenue par la relation linéaire σcr = K(FN )εcr.
L'intégrale temporelle
∮
σiNL(ε, FN ) cos(θ)dθ au dénominateur de l'équation (3.52) est alulée par
intégration par parties,∮









en érivant cos(θ)dθ = d(sin(θ)), et où T est la période de la solliitation aoustique. Le premier
terme du membre de droite de l'équation (3.54) est nul par T -périodiité. La déformation aoustique
sinusoïdale étant notée par onvention ε = εA cos(θ), l'équation (3.54) devient∮





Il reste à déterminer sur quels intervalles temporels la dérivée de la omposante non linéaire de la
ontrainte par rapport à la déformation est non nulle. A partir de la ontribution non linéaire de la
ontrainte présentée sur la gure 3.22, la dérivée ∂σiNL(ε, FN )/∂ε est traée sur la gure 3.23, ainsi
qu'une période de la déformation aoustique assoiée. Le glissement apparaît avant la déformation






Il est lair, d'après la gure (3.23), que l'intégration temporelle de l'équation (3.55) ne porte que
sur les intervalles −∆θ < θ < 0 et π − ∆θ < θ < π sur une période aoustique, et l'intégrale (3.55)
devient après alul ∮
σiNL(ε, FN )d(sin(θ)) = −K ′(FN )εA[∆θ − 1
2
sin(2∆θ)]. (3.57)










(1− εcrεA )∫ F cr
N
(εA)
0 n(FN )dFN K
′(FN )[∆θ − 12 sin(2∆θ)]
. (3.58)
D'après la dénition de la ontrainte ritique (3.49) et de la fore normale ritique obtenue pour
l'amplitude de déformation aoustique maximale F crN = F
cr







K ′(F crN )
K ′(FN )
, (3.59)











−εA −(2εcr − εA) 2εcr − εA pi −∆θ
Fig. 3.23  Dérivée de la ontribution non linéaire (a) de la ontrainte représentée sur la gure 3.22
et une période de la déformation aoustique assoiée (b).
peut être uniquement dérit en fontion des fores normales appliquées. En rappelant que selon la












)2/3 − 1. (3.61)
En reportant les équations (3.60) et (3.61) dans l'équation (3.58), et en introduisant une nouvelle
oordonnée ξ = FN/F
cr









1/3[∆θ − 12 sin(2∆θ)]
, (3.62)
où le temps ∆θ d'apparition du glissement se déduit de
cos(∆θ) = 2ξ2/3 − 1. (3.63)
La ontribution de la dissipation non linéaire au paramètre de Read est représentée au numérateur
de l'expression (3.62) par la fontion fD = ξ(1 − ξ2/3). Au dénominateur, le terme fE = ξ1/3[∆θ −
1
2 sin(2∆θ)] représente la ontribution de l'élastiité non linéaire de la relation ontrainte/déformation.
Contribution non linéaire de la relation σ = σ(ε)
Il est maintenant possible de quantier dans quelle mesure les non-linéarités présentes dans
l'équation d'état de l'élément miro-méanique onsidéré vont modier le paramètre de Read. Il a
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été noté en introdution de e modèle qu'a priori, il est prévu une plus grande ontribution aux
non-linéarités dissipatives pour un ontat présentant un fort glissement (ar l'aire de la boule
hystérétique augmente). Nous allons maintenant disuter des eets d'une variation de la relation
ontrainte/déformation, en partant d'un élément peu glissant jusqu'à un élément fortement glissant,






















Fig. 3.24  Relation ontrainte/déformation d'un élément linéaire (a), faiblement glissant (b) et
fortement glissant ().
Les diérentes relations ontrainte/déformation étudiées dans e modèle, sont une relation purement
linéaire σ = K ′(FN )ε, une boule d'hystérésis pour un ontat présentant un faible glissement
(gure 3.24(b)) et un ontat fortement glissant (gure 3.24()). Il a déjà été mentionné qu'un
ontat présentant un omportement purement linéaire ne ontribue pas au paramètre de Read non
linéaire déni par l'équation (3.52). En eet, le hargement normal F crN , sous une exitation aoustique
d'amplitude de déformation εA, n'est jamais inférieur au hargement ritique F
cr
N (εA) induisant du
glissement. Lorsque le ontat ommene à glisser sous l'ation de l'onde aoustique, la relation σ = σ(ε)
est modiée (voir la gure 3.24(b)). Cette situation orrespond formellement au as limite ξ → 1 pour
un hargement normal inférieur au hargement ritique FN < F
cr
N et FN → F crN . En posant ξ = 1−∆ξ
où ∆ξ → 0 est un petit paramètre, et en alulant le temps ∆θ où apparaît le glissement à partir





∆ξ, les fontions non linéaires fE et fD sont approximées après
développement limité à l'ordre 2 sur le petit paramètre ∆ξ par
fD ∼ 23∆ξ (3.64)





La dépendane sur le paramètre ∆ξ est linéaire pour la fontion non linéaire dissipative et est une loi
en puissane 3/2 pour la fontion non linéaire élastique. Un ajout de ontats présentant du glissement
(don une augmentation de ∆ξ) aura ainsi une ontribution plus importante sur la dissipation non
linéaire que sur l'élastiité non linéaire et résultera en une augmentation du paramètre de Read.
Observons maintenant la ontribution aux non-linéarités pour un ontat présentant un fort
glissement dont la relation ontrainte/déformation est présentée sur la gure 3.24(). L'aire de la
boule hystérétique semble indiquer une plus grande ontribution aux non-linéarités dissipatives qu'aux
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non-linéarités élastiques. Une telle situation de omportement miro-méanique apparaît lorsque le
hargement normal FN est très inférieur au hargement normal ritique F
cr
N (εA). Dans e as, le
paramètre ξ = FN/F
cr
N est prohe de zéro, et le temps ∆θ s'approhe de la valeur π d'après
l'équation (3.63). Les fontion fE et fD sont alors approximées par :
fD ∼ ξ (3.66)
fE ∼ π(ξ)1/3. (3.67)
Une augmentation du glissement du ontat inuene alors prinipalement la non-linéarité élastique
(ar (ξ)1/3 ≫ ξ lorsque ξ → 0) et résulte en la diminution du paramètre de Read non linéaire.
Le omportement des fontions non linéaires dissipatives et élastiques approximées ii dans des as
limites du paramètre ξ sont présentées sur la gure (3.25) pour 0 < ξ < 1.
Les résultats obtenus par e modèle quantitatif simple permettent de disuter des impliations du
omportement aoustique non linéaire expérimentalement observée sur la physique des ontats pour
le proessus de ompation granulaire. Il a été observé une augmentation du paramètre de Read non
linéaire (gure 3.18). Puisque e paramètre est déni omme le rapport de l'atténuation non linéaire
sur l'élastiité non linéaire, et que les deux paramètres hystérétiques élastiques et dissipatifs diminuent
au ours de la ompation (gure 3.14), ette observation est à relier ave l'augmentation du rle de
la dissipation non linéaire relativement à elui de l'élastiité non linéaire. En eet, le paramètre non
linéaire élastique αf déroît plus rapidement que la paramètre non linéaire dissipatif αQ. Aux faibles
nombres de solliitations, αf est supérieur à αQ, jusque 8.10
3
taps environ. Cette situation orrespond
formellement à ξ → 0 et est illustrée par la première partie de la gure 3.25. Ce omportement miro-
méanique est attribué dans le modèle proposé à des ontats fortement glissants. Le paramètre de Read
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obtenu est alors faible, puisqu'un ontat fortement glissant ontribue plus fortement à l'élastiité non-
linéarité qu'à la dissipation non linéaire. Pour ntap ≃ 8.103 environ, αf vaut αQ et la ontribution aux
non-linéarités élastiques et dissipatives est identique. Au dessus de ntap ≃ 8.103, le paramètre élastique
non linéaire αf est inférieur au paramètre dissipatif non linéaire αQ, impliquant une augmentation du
paramètre de Read alulé. Cette situation orrespond à ξ → 1, représentée sur l'insert de la gure 3.25.
Il est montré que e as orrespond aux ontats faiblement glissants, dont le hargement normal
est prohe du hargement ritique F crN . La ontribution d'un élément miro-méanique présentant un
faible glissement est alors plus importante sur la dissipation non linéaire que sur l'élastiité non linéaire,
résultant en une augmentation du paramètre de Read. L'ensemble de es observations est résumé sur la















(a) Contat ave Stik-Slip
() Faible glissement
Augmentation de εac
(b) Comportement hystérétique lassique
Fig. 3.26  Comparaison de l'évolution du paramètre de Read non linéaire pour le as d'un ontat
présentant une non-linéarité de type Hertz-Mindlin (a), un omportement hystérétique lassique (b),
un faible () et fort (d) glissement.
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3.6 Conlusion
Dans e hapitre, diérentes expérienes d'aoustique non linéaire ont été menées pour sonder
l'empilement au ours de proessus de ompation. Les expérienes de générations d'harmoniques et
de génération de fréquene diérene ont quantitativement montré une diminution des non-linéarités
aoustiques au ours de la ompation granulaire. Lors de la génération d'harmoniques d'une onde
monofréquentielle émise dans le milieu, le paramètre de non-linéarité quadratique diminue ave des va-
riations très supérieures à elles observées jusqu'ii (mesures de ompaité). Pour la génération d'ondes
par mélange de fréquenes, la transition 2→ 3/2, sur la dynamique en amplitude de l'onde de fréquene
diérene, vers les plus hautes déformations statiques entre ontat a été quantitativement interprétée
omme la diminution du nombre de ontats faibles. Cette transition est assoiée au lappement des
ontats sous l'ation de l'onde aoustique. Un modèle simple est introduit, permettant d'expliquer le
ontenu spetral rihe observé lors du mélange de deux hautes fréquenes f1 et f2. Le rle des sin-
gularités de la relation ontrainte/déformation de Hertz, ayant pour origine la fontion de Heaviside
dérivant le lappement, est analysé pour omprendre la génération de omposantes fréquentielles non
dérites par la première interation non linéaire.
Dans es deux expérienes non linéaires, le suivi aoustique de la ompation est eetué par des
mesures à fréquene xe (la fréquene fondamentale et ses harmoniques, la fréquene diérene géné-
rée par les ondes de pompage) dont le omportement linéaire varie sur une expériene de ompation.
L'atténuation linéaire perturbe alors la ompréhension des phénomènes observés. Il apparaît qu'un
suivi aoustique dynamique s'impose pour obtenir à la fois l'information linéaire et non linéaire sur
la propagation aoustique. Ce suivi dynamique est eetué au moyen de l'étude des résonanes non
linéaires du milieu. Le premier mode de résonane du milieu est identié, puis étudié en fontion du
niveau d'exitation de l'onde sonore. La fréquene de résonane linéaire roît de près de 30% de sa
valeur initiale, et sature en n de ompation omme la mesure de ompaité du milieu. La sensibilité
de e paramètre linéaire à l'évolution du milieu permet déjà d'espérer un suivi aoustique in-situ d'un
empilement granulaire.
Ensuite, le aratère hystérétique quadratique du milieu est identifé par la mesure du déalage de
la fréquene de résonane ave l'amplitude aoustique d'exitation, et la mesure de l'atténuation non
linéaire du milieu. Il est observé que les non-linéarités hystérétiques élastique et dissipatives diminuent
au ours de la ompation. Cependant, le rle relatif de la dissipation non linéaire par rapport à l'élas-
tiité non linéaire augmente durant e proessus. Cei est quantié par l'intermédiaire du paramètre
de Read. Un première étape a été de dénir un nouvel observable aoustique, le paramètre de Read
non linéaire, dépendant uniquement des non-linéarités de la relation ontrainte/déformation. Ce para-
mètre, uniquement non linéaire, augmente au ours de la ompation, dans une gamme de solliitation
du milieu diérente de elle des variations des paramètres linéaires (fréquene de résonane linéaire,
vitesse linéaire des ondes). Un modèle qualitatif simple est proposé, analysant les ontributions des
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non-linéarités élastiques et dissipatives des ontats au sein du milieu granulaire. Il est analytiquement
montré qu'un ontat fortement glissant ontribue de manière plus importante à l'élastiité non linéaire
qu'à la dissipation non linéaire. De même, l'analyse de la relation ontrainte/déformation d'un ontat
faiblement glissant présente une plus faible ontribution à la non-linéarité élastique qu'à la dissipation
non linéaire. Ce modèle permet d'expliquer quantitativement les observations expérimentales ee-
tuées sur le paramètre de Read. D'après es résultats, le proessus de ompation s'aompagne d'une
diminution du nombre de ontats fortement glissants relativement au nombre de ontats glissant
faiblement.
Chapitre 4
Inuene des haînes de fore sur la
propagation aoustique
4.1 Introdution
Dans les hapitres 2 et 3, la ompation des milieux granulaires a été étudiée par des méthodes
expérimentales adaptées à la aratérisation des propriétés aoustiques linéaires et non linéaires
du milieu. Les méthodes d'aoustique non linéaire apportent des informations supplémentaires aux
méthodes linéaires pour la aratérisation de la miro-struture du milieu, et ont permis d'expliquer
quantitativement l'évolution des ontats faibles au ours du proessus de ompation. Il est ependant
diile de dérire la propagation d'ondes aoustiques, même linéaires, au sein des milieux granulaires
à ause de la omplexité (et la méonnaissane) de la distribution de ontats, des haînes de fore et
du désordre qui en déoule (gure 1.5 du premier hapitre).
Atuellement, il est don omplexe de dérire la propagation d'ondes dans des assemblages
granulaires désordonnés soumis à des hargements méaniques. L'appliation d'un hargement modie
les propriétés méaniques du milieu, et induit des inhomogénéités spatialement de hargement loal,
les haînes de fore. Même dans les empilements initialement réguliers, la distribution de haînes de
fore n'est pas périodique, et la solution générale du problème de propagation aoustique onsiste à
étudier la diusion multiple des ondes au sein du milieu. Cependant, de réentes expérienes dans des
assemblages de ylindres ordonnés [86℄ montrent par photoélastiimétrie que la distribution spatiale
des haînes de fore n'est pas omplétement irrégulière. A l'éhelle de quelques haînes de fore, elles-i
semblent régulièrement espaées et parallèles. A l'éhelle mésosopique, le réseau de haînes présente
des sous-systèmes de haînes de fore qui dièrent les uns des autres dans leur orientation et dans leur
périodiités spatiales de haînes de fore.
Dans le modèle développé par la suite, il est alors proposé de onsidérer la distribution spatiale
des haînes de fore omme périodique plutt qu'irrégulière, et d'observer l'inuene de e réseau sur
la propagation aoustique. Il est naturel en première approximation d'analyser l'inuene de haînes
de fore aratérisées par une unique période spatiale. Lorsque la modulation des propriétés d'un
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matériau est périodique, le problème de la propagation d'une onde est grandement simplié puisque
la diusion multiple résulte en la modiation de la relation de dispersion et des modes propres du
système. En d'autres termes, le problème de la diusion multiple dans les sytèmes périodiques est
équivalent à l'évaluation du spetre des modes propres aoustiques. Dans notre as, il onvient alors
de se demander :
 si la struture périodique des haînes de fore entraîne l'apparition de nouveaux modes aous-
tiques,
 si des bandes de fréquenes interdites apparaissent,
 quelles sont les relations de dispersion assoiées à haque mode,
 quelle est la struture spatiale de haun de es modes.
Chargement Chargement
Fig. 4.1  Réseau de haînes de fore dans un assemblage granulaire régulier. a) Périodiité selon deux
diretions de l'espae du réseau ; b) Une seule orientation des haînes de fore.
Dans les milieux granulaires réguliers bidimensionnels, les haînes de fore semblent périodiques
selon deux diretions prinipales [86, 13℄ (voir la gure 4.1(a)), mais il est possible de hoisir un
hargement partiulier du milieu granulaire ne réant qu'une seule orientation des plans de fore (voir
la gure 4.1(b)). Il semble alors raisonnable de ommener l'analyse mathématique de la propagation
d'ondes dans un réseau granulaire par ette onguration simpliste du milieu granulaire.
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4.2 Position du problème et résolution analytique
4.2.1 Géométrie du problème onsidéré et équation du mouvement
Un assemblage régulier ubique simple de ylindres dans le plan (x,z) est onsidéré [37℄, omme
sur la gure 4.2. Les ylindres, de diamètre a, sont inniment longs suivant l'axe y et haun est
onneté à quatre voisins par des ontats orthogonaux. Le problème étant bidimensionnel, des plans
de fore sont ii onsidérés (et non des haînes de fore), périodiques suivant l'axe x ave une période
de modulation D. Il en résulte que le paramètre N = Da indique la période en terme de nombre de
ylindres (N − 1 ylindres entre haque plan de fore). Une hypothèse de e problème est que l'onde
aoustique se propage uniquement à travers la phase solide du matériau en négligeant les ouplages
ave le uide environnant (l'air par exemple).
Fig. 4.2  Modèle disret bidimensionnel de ylindres périodiquement hargés
Un avantage de e modèle réside dans la desription d'ondes de isaillement, polarisées le long de
l'axe des ylindres (axe y). Le déplaement méanique assoié à ette onde est orienté suivant l'axe y
et ne hange pas l'orientation des ylindres dans le plan (x,z). Il n'existe alors auun ouplage ave
des ondes longitudinales dans e plan. Chaque ylindre peut être aratérisé spatialement dans le plan
(x,z) par un ouple d'entiers (m,n), et la position d'un ylindre est dénie par ses oordonnées{
xm = am,
zn = an.
An d'établir la loi du mouvement d'un ylindre, il onvient de dérire la fore exerée par les
autres ylindres sur e dernier. Cette fore est supposée proportionnelle au déplaement relatif entre
deux ylindres suivant l'axe y. La relation fore/déplaement est linéaire, de la forme F = −KUy,
ave K la raideur entre deux ylindres, F la fore appliquée et Uy le déplaement relatif entre deux
ylindres. Le problème onsidéré porte sur l'étude d'une variation des propriétés élastiques du milieu,
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et non géométriques. Ainsi, des raideurs diérentes entre ylindres sont introduites suivant la diretion
du hargement. La notation αx,z est introduite pour désigner les les raideurs horizontales (selon (Ox))
et vertiales (selon (Oz)). Pour prendre en ompte l'augmentation de rigidité au niveau des plans de
fore, les paramètres αs,fz sont introduits pour les raideurs vertiales des ontats faibles (hors des plans
de fore, notées s pour souple) et forts (le long des plans de fore, notées f pour fort). Par onséquent,
les raideurs introduites respetent toujours αfz ≥ αsz. Le hargement périodique entraîne don une
modulation des propriétés élastiques du milieu (voir la gure 4.3), entre autre par une modulation des









Fig. 4.3  Modulation des raideurs vertiales par les plans de fore
L'équation du mouvement assoiée à haque ylindre est obtenue en érivant la seonde loi de




= αsz[Um,n+1 − 2Um,n + Um,n−1] + αx[Um+1,n − 2Um,n + Um−1,n]




où M est la masse par unité de longueur d'un ylindre, et Um,n son déplaement selon (Oy).
Les deux premiers termes du membre de droite sont relatifs aux fores entre ylindres sans
hargement additionnel, don de raideur αx et α
s
z, pour les orientations horizontales (variations sur
l'entier m) et vertiales (variations sur l'entier n). Le troisième terme représente une perturbation de
fore due à l'ajout de raideur (αfz − αsz) pour les ylindres hargés le long des plans de fore loalisés
aux positions xp = Dp, orrespondant aux indies m =
D
a p = N p. Le plan de fore (m = 0) est hoisi
omme origine du repère, de sorte que tous les plans hargés sont loalisés par
∑∞
p=−∞ δm,Np.
4.2.2 Cas partiulier de l'absene de plan de fore
Le problème général à résoudre en présene d'inhomogénéités périodiques est la desription de
la propagation des ondes élastiques, qui peut se faire par l'obtention de la relation de dispersion du
système. Dans ette setion le as simplié αfz = αsz = αz est étudié, 'est-à-dire un assemblage
régulier ubique de ylindres hargés de la même manière selon les axes (Ox) et (Oz) (sans hargement
additionnel). Pour déterminer la relation de dispersion du système (expression de la pulsation
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d'une onde en fontion du nombre d'onde), la solution en onde plane harmonique de l'équation
dynamique (4.1) est reherhée. Pour ela, une onde de pulsation ω et de veteur d'onde ~k(kx, kz)
est onsidérée. Le déplaement du ylindre (m,n) peut alors s'érire sous la forme
Um,n = Ae
i(ωt−~k~r) = Aei(ωt−kxan−kzam). (4.2)
En reportant ette expression du déplaement dans l'équation du mouvement simpliée dans le as


















. Pour le as de rigidités horizontales et vertiales identiques, la symétrie du
problème par rapport aux axes (Ox) et (Oz) est retrouvée dans l'expression (4.3). L'étude, dans
le premier hapitre, du réseau périodique unidimensionnel de la haîne de billes est ii étendue au
as bidimensionnel. L'étude de la relation (4.3) néessite normalement de parourir l'ensemble des
veteurs d'ondes permis. Or, dans un réseau de périodiité a, le nombre d'onde maximum autorisé
pour la propagation d'ondes est kmax =
π
a . Dans le domaine des nombres d'ondes, la première zone de
Brillouin (voir la gure 4.4) représente l'espae des veteurs d'ondes pouvant se propager. Les propriétés
de périodiité de la pulsation ω = ω(~k) rendent ertains points du ontour remarquables (au sens de la
symétrie) et indiquent qu'il sut alors de parourir le veteur d'onde
~k sur le ontour de la première
zone de Brillouin ΓXM pour dérire omplétement la propagation aoustique [11℄. La première zone
de Brillouin, ainsi introduite, est l'extension bidimensionnelle pour un système ubique simple de elle







Fig. 4.4  Première zone de Brillouin pour un réseau ubique simple et son ontour ΓXM
Les pulsations assoiées aux ondes propagatives dans le milieu sont données par la relation (4.3)
lorsque le veteur d'onde
~k parourt le hemin ΓXM. Les ourbes de dispersion pour le système
homogène sont présentées sur la gure 4.5 pour des nombres d'onde parourant le ontour de la première
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zone de Brillouin. La propagation d'ondes suivant l'axe x uniquement (ou l'axe z par symétrie dans le
as homogène), orrespondant aux nombres d'ondes
~k = kx~x, kz = 0, est représentée sur la partie ΓX









En introduisant la pulsation de oupure du système ωc = 2
√
αx
m (la pulsation maximale des ondes
propagatives) et le nombre d'onde maximum kmax =
π
a autorisé pour les ondes propagatives dans le










Dans la limite basse fréquene akx ≪ 1, l'approximation linéaire de l'équation (4.4) relie la pulsation





kx = cskx. (4.6)
La vitesse basse fréquene cs = a
√
αx
M de propagation des ondes tranversales dans l'assemblage ubique




introduit omme le nombre d'onde de isaillement basse fréquene en absene de plan de fore. La
déviation de la droite kz = kx, sur la partie ΓX de la ourbe de dispersion (4.5), met en évidene le






































Fig. 4.5  Courbe de dispersion pour le système sans plan de fore sur le ontour ΓXM
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4.2.3 Relation de dispersion du système ave plans de fore
Dans le as d'une modulation périodique additionnelle des propriétés du milieu, la forme d'ondes
planes harmoniques de la relation (4.2) ne peut plus être utilisée. D'après le théorème de Bloh,
les solutions en déplaement néessitent de déomposer la onstante A de l'onde plane onsidérée
sur la base des veteurs
~G = ( ~Gx, ~Gy, ~Gz) du réseau réiproque. Cette opération est équivalente à
une déomposition en série de Fourier spatiale. Par périodiité de la struture, la onstante A est
déomposée sur des fontions périodiques (de période égale à elle des plans hargés). En dénissant une
ellule élémentaire du milieu omme le sous-système ompris entre deux plans hargés et la périodiité
étant suivant l'axe x, le veteur ~Gx du réseau réiproque a pour norme Gx =
2π
D s où s ∈ [0,N − 1]. La








'est-à-dire une fontion dépendante de l'absisse m où la périodiité est introduite. Par onséquent,









L'étude porte maintenant sur le as de raideurs horizontales et vertiales identiques αx = α
s
z,
exepté dans les plans de fore où αfz 6= αsz. En reportant le hamp de déplaement d'un ylindre (4.8)
dans l'équation du mouvement (4.1), l'équation du système inhomogène après déomposition sur la






































, équivalent à une intégration sur une période spatiale, est appliqué








(l−s)m = δl,s. (4.10)
Ce résultat permet de faire la sommation sur l'indie s dans la première somme de l'équation (4.9) qui
devient
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se simplie ave la ontribution unique des termes m = 0 et p = 0. De manière analogue à la vitesse
cs d'une onde de isaillement basse fréquene sans plan de fore, la vitesse de l'onde tranverse 'rapide'






























′) = 0, (4.14)
ave ks = ω/cs le nombre d'onde d'une onde basse fréquene pour le système homogène sans plan




− 1), adimensionné, est aratéristique de l'inhomogénéité et son
inuene diminue lorsque
 cf = cs, don pour des raideurs identiques,
 N ≫ 1, équivalent à D ≫ a, e qui traduit un éloignement trop important entre deux plans de
fore onséutifs.
A l'aide des paramètres introduits P et ks, et en adimensionnant les nombres d'ondes kx, kz et ks
par le nombre d'onde maximum de la première zone de Brillouin kmax =
π




















′) = 0. (4.15)
C'est un système linéaire de N équations à N inonnues sur les amplitudes spetrales U~k(l). La relation
de dispersion du système ω = ω(kx, kz, P ) s'obtient en érivant que le déterminant du système (4.15)
est nul. Pour une résolution numérique de e système, le problème aux valeurs propres orrespondant
est déni par
[D(kx, kz , P )− (πks
2
)2]U~k = 0, (4.16)
ave D(kx, kz, P ) la matrie dynamique du système. Cette équation matriielle est à résoudre pour
haque pulsation ω (omprise dans le paramètre ks = ω/cs), haque veteur d'onde (kx, kz) appartenant
au ontour de la première zone de Brillouin, et haque paramètre d'inhomogénéité P . Puisque la
géométrie du modèle est disrète, la desription analytique de la relation de dispersion peut alors être
obtenue sans tronation du système (4.15). Cei dière des études traditionnelles dans les matériaux
omposites périodiques où le aratère disret au niveau mirosopique n'est pas pris en ompte, e
qui se traduit par un système inni d'équations pour l'amplitude spetrale des modes [48, 21℄.
Avant l'étude du système inhomogène, les résultats obtenus dans le as homogène sont retrouvés
pour valider notre approhe. Pour ela, une onde se propageant le long des plans de fore dans la
diretion z (kx = 0) en l'absene de plans de fore, 'est-à-dire dans la limite N →∞, ou P = 0. Dans









)2]U~k(l) = 0 ∀l ∈ [0,N − 1] (4.17)
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)2 = 0, (4.18)














est validée. La résolution numérique du système (4.15) pour P → 0 permet d'obtenir la déformée du
premier mode de vibration du réseau. Dans le as d'une onde se propageant le long des plans de fore





















Fig. 4.6  Déformée du mode fondamental de vibration du réseau sans plan de fore ave N = 5. Les
plans de fore du système sont représentés en bleu.
Il est aussi intéressant d'étudier le as d'une onde se propageant perpendiulairement aux plans de









)2]U~k(l) = 0. (4.21)
En introduisant la notation k′x = kx +
2l
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qui orrespond à la relation lassique d'une haîne de billes 1D, mais ii en présene de plans de fore
P 6= 0. Par onséquent, les plans de fore n'inuenent pas la propagation d'une onde transverse
perpendiulaire aux plans, alors même que la modulation est suivant la diretion (Ox). En eet, seules
les omposantes horizontales (suivant (Ox)) des raideurs de ontat entre ylindres interviennent dans
la propagation d'une onde transverse de nombre d'onde (kx, kz = 0). Cependant, es raideurs ne
sont pas modulées. Un seul mode (le mode uniforme l = 0) se propage dans e as, identique à elui
du système homogène sans plan de fore. Le hamp de déplaement assoié à ette onde n'est pas
déomposable sur les modes du système. Il devient don inutile par la suite d'étudier les ourbes de
dispersion sur le ontour ΓX (orrespondant à un nombre d'onde (kx, kz = 0)) puisque les modes
obtenus sont invariants ave le paramètre d'inhomogénéité P . Un nouveau ontour de la première zone









Fig. 4.7  Première zone de Brillouin et desription du ontour ΓYM suivi pour obtenir les ourbes
de dispersion.
4.2.4 Calul du déterminant de la matrie dynamique
La matrie dynamique D− πk2s2 I est une matrie Hermitienne (réelle et symétrique) dont les valeurs


















Pour résoudre le problème de dispersion, il faut obtenir les valeurs propres de la matrie dynamique
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D−W2I où la matrie D s'érit
D =

(P + 1)s2z + sx1 Ps
2
z . . . . . . Ps
2
z


























. · · · . . . (P + 1)s2z + sxN−1 Ps2z
Ps2z . . . . . . Ps
2





Le déterminant à aluler est elui d'une matrie Ma de la forme
Ma =


























. · · · . . . rN−1 a
a . . . . . . a rN

,
ave a un salaire et (r1, r2, · · · , rn) ∈ Rn. Son déterminant vaut (voir la démonstration dans
l'annexe A)






est un polynme de degré N .
La matrie dynamique D−W2I du système non-homogène de dispersion est identiée à la matrie
Ma par,
∀i ∈ [1, N ], ri = (P + 1)s2z + s2xi −W 2, (4.25)
a = Ps2z, (4.26)
en onservant les notations (4.23). L'équation (4.24) permet d'obtenir le déterminant exat du système
aux valeurs propres à résoudre





[(P + 1)s2z + s
2
xi −W 2 − x]. (4.28)






xi −W 2] et devient indépendant







xi −W 2]︸ ︷︷ ︸
Déterminant du système homogène
− Ps2z p′(Ps2z)︸ ︷︷ ︸
Terme de perturbation
. (4.29)
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Le premier terme, indépendant de P , fournit les valeurs propres du système homogène (lorsque P = 0),
et le deuxième produit ontient les termes de perturbations des valeurs propres par la modulation
additionnelle.






(xi − x)−1, (4.30)
















xj −W 2)−1, (4.31)
dont il faut aluler les raines W 2.
Dans ette partie, un système granulaire ubique simple est onsidéré pour la propagation d'ondes
transverses en présene d'inhomogénéités périodiques (les plans de fore). La mise en équation du
problème a permis l'obtention de la relation de dispersion du système inhomogène. Cette relation
est introduite sous la forme d'un système linéaire de N équations à N inonnues pour la desription
analytique, ou sous forme d'un problème matriiel pour la résolution numérique. Cette relation de
dispersion fait apparaître N modes de vibrations pour les ondes transverses. Dans un premier temps,
la simpliation de la relation de dispersion au as homogène (en l'absene de plans de fore) a
permis de retrouver les aratéristiques lassiques de la propagation d'ondes dans un système disret
périodique homogène. Par exemple, aux basses fréquenes le mode fondamental de propagation est
plan et homogène, et aux plus hautes fréquenes, le phénomène de dispersion de vitesse est observé.
Avant de dérire la résolution numérique pour le système inhomogène dans un as général où le nombre
de ylindres N est quelonque, des as limites sont étudiés analytiquement pour introduire l'eet de la
modulation des paramètres élastiques par les plans de fore. Les deux as limites sont N = 2 ylindres
par maille du réseau, et la présene d'une seule haîne de fore dans le système, orrespondant à
N →∞.
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4.3 Résolution analytique pour des as partiuliers
Deux as limites sont étudiés analytiquement de par leur struture simpliée. D'abord, une
alternane de plans de fore et de plans de ylindres non hargés (e qui orrespond à N = 2), formant
un matériau granulaire "biouhe" ave modulation de rigidité, est analysée. Ensuite, le as limite d'un
seul plan de fore ('est-à-dire N →∞) permet la desription du prol des ondes propagatives le long
du plande fore et évanesentes dans la diretion perpendiulaire au plan de fore.
4.3.1 Développements asymptotiques pour N = 2
Lorsque le système est une alternane de plans de fore et de plans souples, pour N = 2 et par
onséquent deux modes ontribuant (soit l = 0, 1), le système (4.15) sur les amplitudes spetrales
devient en utilisant les notations (4.23)
(s2z + s
2
x −W 2)Uk(0) + Ps2z[Uk(0) + Uk(1)] = 0,
(s2z + c
2
x −W 2)Uk(1) + Ps2z[Uk(0) + Uk(1)] = 0.
Les pulsations autorisées à se propager dans le système sont obtenues par annulation du déterminant
de la matrie dynamique D−W2I du système,
det(D−W2I) = W 4 −W 2[1 + 2(1 + P )s2z] + (1 + 2P )s4z + (1 + P )s2z +
1
8
[1− cos(2π kx)], (4.32)




(1 + 2(1 + P )s2z)±
√
1 + 4P 2s4z. (4.33)
Lorsque le paramètre d'inhomogénéité P est nul, le mode fondamental est elui de la propagation
d'onde dans le système homogène, ω20 = s
2
z, et le seond mode se propage à la pulsation ω
2
1 = 1 + s
2
z.
Pour kz = 0 et kz = π/a, les deux modes se propagent à la même pulsation (voir la gure 4.8(a)). Cet
eet est relié au guidage des phonons suivant l'axe (Oz), qui en absene de modulation, se propagent
à des angles identiques ave l'axe (Oz).
Dans la limite P → ∞ (et par onséquent Ps2z ≫ 1), la pulsation du mode fondamental devient
ω20 → s2z + sin(
π
4




Cei orrespond à un mode guidé entre deux plans rigides, ave un déplaement nul dans les plans de
fore. Ce mode se propage alors ave une vitesse de groupe inférieure à elle du mode plan homogène
lorsque P → 0. Cette transition d'un mode plan homogène vers un mode guidé sera plus largement
illustrée dans la setion (1.3) ave l'étude numérique du as général N quelonque. Pour le seond
mode, la pulsation tend vers la limite
ω21 → (1 + 2P )s2z, (4.35)
et le mode se propage à la vitesse cf = cs
√
1 + 2P orrespondant à elle des plans de fore.
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Le hoix d'un matériau biouhe permet aussi, par sa simpliité, d'introduire l'eet d'une anisotropie
additionnelle du système granulaire onsidéré. Pour ela, les raideurs horizontales et vertiales sont
supposées diérentes, 'est-à-dire αx 6= αz et αfz = αsz = αz (pas de plans de fore pour le moment).
Dans e as, la relation de dispersion des ondes transverses est donnée par l'équation (4.3). Les ondes le
long de l'axe (Oz) sont propagatives jusqu'à la pulsation ωz = 2
√
αz/M , avant la bande interdite pour
ette diretion de propagation. La pulsation maximale, ωmax = ωz
√
1 + αx/αz, du ristal onsidéré est
obtenu pour des nombres d'onde kx = kz = π/a (au bord de la zone de Brillouin). Ave l'introdution
d'une faible modulation horizontale des raideurs, 'est-à-dire αfz → αsz, le spetre des modes propagatifs




































































Fig. 4.8  (a) Courbes de dipersion pour N = 2 en l'absene de plans de fore. (b)-() Inuene de
l'anisotropie additionnelle de hargement : (b) reouvrement pour αx ≤ αz et () bande interdite pour
αx ≥ αz. (d) Ouverture d'un gap pour la propagation dans le as d'un hargement vertial moyen
modulé symétriquement.
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Une fenêtre pour la propagation d'ondes suivant l'axe (Oz) est ainsi aessible pour des pulsations
ω ≥ ωz dans la bande de fréquene interdite de la struture initalement non modulée. Il y a




αz ≤ ω ≤ ωz
√
1 + αxαz . Dans le as αx ≥ αz, une bande de fréquene interdite (voir la gure 4.8())
apparaît entre les deux modes dans la fenêtre ωz ≤ ω ≤ ωz
√
αx
αz . Ave l'augmentation du rapport
αx
αz
des raideurs, la plage fréquentielle du deuxième mode pénètre de plus en plus haut dans la bande de
fréquene initialement interdite, ave une pulsation maximale égale à la pulsation maximale autorisée
ωmax dans le milieu non modulé. Le fait que ette fenêtre soit limitée par la pulsation ωmax du milieu
non modulé onrme que les eets observés résultent de la possibilité de guider les ondes hautes
fréquenes le long de l'axe (Oz). Cette opportunité est réer par la périodiité additionnelle introduite





































La modulation horizontale des raideurs, en plus de l'anisotropie additionnelle du hargement
(suivant les deux axes du ristal), inuene de même les propriétés de dispersion du milieu en
introduisant des bandes interdites pour la propagation. Ainsi, en onsidérant un hargement vertial
moyen du système ave une raideur αz, et en modulant symétriquement les plans de ylindres par des
raideurs αsz = αz − ∆α, αfz = αz + ∆α et 0 ≤ ∆α ≤ αz, les relations de dispersion des modes se















L'intérêt de la modulation symétrique des raideurs vertiales autour du hargement moyen est




(1/2)2 + (∆α/αz)2 ≤ ω ≤ ωz (voir
la gure 4.8(d)), onduisant à une bande interdite omplète pour la propagation d'ondes quelle que
soit la polarisation d'ondes (voir la gure 4.9).
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4.3.2 Etude du système ave un plan de fore unique
Le système onsidéré est un assemblage ubique simple ave un plan de fore unique loalisé en
m = 0 (où m représente l'absisse de haque ylindre). La fore exerée par haque ylindre sur
son voisin est une fore de rappel omportant la raideur αsz = αx exepté sur le plan m = 0 où la
raideur vertiale vaut αfz . La seule inhomogénéité onsidérée ii est la raideur vertiale du plan de





= αsz[Um,n+1 − 2Um,n + Um,n−1 + Um+1,n − 2Um,n + Um−1,n]
+(αfz − αsz)[Um,n+1 − 2Um,n + Um,n−1]δm,0. (4.38)
L'équation (4.38) est déomposée suivant les régions d'inuene du plan de fore (voir la gure 4.10),
les régions m = 0 et m = ±1, ainsi que la région homogène dénie par |m| ≥ 2. Dérivons ette





m ≥ 2m ≤ 2 0 1-1
Fig. 4.10  Géométrie du as limite N →∞ onsidéré. Illustration de la déomposition de l'inuene
du plan de fore loalisé en m = 0.




= αsz[Um,n+1 − 2Um,n + Um,n−1 + Um+1,n − 2Um,n + Um−1,n]. (4.39)
Les déplaements U0,n des billes du plan de fore n'interviennent pas dans ette équation. La
solution générale de l'équation (4.39) pour e milieu périodique homogène est alors de la forme
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Um,n = Ae
i(ω t−kxam−kzan)




























) = W 2. (4.42)









= αsz[U−1,n+1 − 2U−1,n + U−1,n−1 + U0,n − 2U−1,n + U−2,n]. (4.44)




= αsz[U0,n+1 − 2U0,n + U0,n−1 + U1,n − 2U0,n + U−1,n]
+(αfz − αsz)[U0,n+1 − 2U0,n + U0,n−1], (4.45)
dont une solution partiulière est érite sous la forme U0,n = Be
i(ω t−kzan)
.
Dans ette setion, seuls les modes se propageant dans la diretion des z roissants sont onsidérés.
Ces modes peuvent être séparés en des modes symétriques et antisymétriques relativement au plan
m = 0, plan de symétrie du système. Il est alors possible de montrer que l'existene de modes
antisymétriques (Um,n = −U−m,n) implique un déplaement nul dans le système et qu'ainsi seuls




= αfz [U0,n+1 − 2U0,n + U0,n−1] + 2αsz[U1,n − U0,n]. (4.46)
Pour es modes symétriques, les équations (4.43) et (4.44) sont équivalentes. En substituant les
hamps de déplaements Um,n = Ae
i(ω t−kxam−kzan)
et U0,n = Be
i(ω t−kzan)
dans l'équation (4.46) et
dans haune des équations (4.43) et (4.44), et en utilisant les variables normalisées (4.41), la relation
















) = W 2. (4.47)
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) = W 2, (4.49)
dont les solutions kz = kz(W ) et kx = kx(W ) sont à obtenir pour dérire les ondes propagatives et
évanesentes dans la diretion des z roissants.
Le omportement des ondes se propageant dans le système peut être initialement prédit en prenant




− 1) sin2(π kz
2
) = − i
2
sin(π kx). (4.50)
Une solution réelle pure et positive (pour une onde se propageant dans le sens des z roissants) est
reherhée pour le nombre d'onde kz an d'obtenir la struture de modes stritement propagatifs selon
l'axe (Oz). La ondition assoiée est alors
0 ≤ sin2(π kz
2
) ≤ 1 pour kz ∈ [0, 1]. (4.51)
Une partie omplexe (évanesente) est assoiée à l'onde suivant la diretion (Ox), kx = k
′
x + i k
′′
x,
et après développement de sin(π kx) sur les fontions trigonométriques, l'équation (4.50) devient, en
séparant les parties réelles et imaginaires
sin(π k′x) cosh(π k
′′




− 1) sin2(π kz
2
) = cos(π k′x) sinh(π k
′′
x). (4.53)
Les deux solutions possibles vériant l'équation (4.52), k′x = 0 et k
′
x = 1, sont reportées dans
l'équation (4.53) et dans haune des équations (4.48) et (4.49) pour dérire la propagation d'ondes
dans ette géométrie partiulière.
4.3.2.1 Cas k′x = 0
L'onde est alors purement évanesente suivant l'axe (Ox) et purement propagative selon l'axe (Oz).
La résolution de l'équation (4.53) permet d'obtenir le nombre d'onde omplexe k′′x,
π k′′x = [2(
αfz
αsz
− 1) sin2(π kz
2
)]. (4.54)
Le signe de k′′x est donné par le signe de
αfz
αsz
−1. Une solution physique (non divergente) est obtenue pour
la ondition αfz ≤ αsz. Dans e as, la partie omplexe du nombre d'onde selon l'axe (Ox) est négative
et l'onde est loalisée autour du plan de fore m = 0. Le plan de fore est moins rigide (plus souple) que
le milieu environnant et la struture spatiale du mode assoié est dérite par (voir la gure 4.11(a))
Um,n = Ae
i(ω t−kzπ n)e−π |k
′′
xm|, (4.55)
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où k′′x est donné par l'équation (4.54). En onsidérant un hargement des ylindres de la forme
αx = α
s
z = αz, α
f
z = αz + ∆α et −αz ≤ ∆α ≤ ∞, la relation de dispersion du système (4.48) et

















ave δ = ∆α/αz . Cette relation de dispersion dérit la propagation de modes ave une distribution
transverse exponentielle, donnée par l'équation (4.55), pour une haîne de fore moins ontrainte que
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absisse m
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
Fig. 4.11  (a) Prol selon l'axe (Ox) du mode loalisé autour du plan m = 0 dans le as αfz < αsz et
son domaine de pulsation assoié. (b) Prol selon l'axe (Ox) du mode loalisé autour du plan m = 0
dans le as αfz > αsz et son domaine de pulsation assoié.
4.3.2.2 Cas k′x = 1
Pour k′x = 1, le nombre d'onde selon l'axe (Ox), kx = 1+ i k
′′
x, permet d'obtenir la partie omplexe
du nombre d'onde ave l'équation (4.53)
π k′′x = −[2(
αfz
αsz
− 1) sin2(π kz
2
)]. (4.57)




−1) et la loalisation est possible (solution non divergente)
si αfz ≥ αsz, 'est-à-dire un plan de fore plus ontraint que le milieu environnant. Dans e as, la
struture spatiale du mode s'érit
Um,n = Ae
i(ω t−kzπ n)e−iπ me−π |k
′′
xm|, (4.58)




xm| = (−1)me−π |k′′xm|. (4.59)
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Cette relation de dispersion dérit la propagation de modes ave une distribution transverse osillante,
donnée par l'équation (4.58), pour une haîne de fore plus ontrainte que le milieu environnant, dans





En onlusion, il semble que les résultats analytiques obtenus dans le as d'un plan de fore loalisé
reproduisent orretement la physique des modes propagatifs et évanesents. Dans le as d'un plan de
fore plus souple que le milieu environnant (αfz ≤ αsz), le mode propagatif voit sa vitesse diminuer et
devient subsonique relativement au milieu environnant homogène. La propagation se fait sans émission
d'ondes de volume (sans amortissement). Ce phénomène est bien onnu dans les milieux ontinus,
expliquant par exemple la génération d'ondes aoutiques transverses surfaiques (ondes de Love) dans
des substrats rigides reouverts d'une ne ouhe de solide dont la vitesse des ondes transverses est
plus faible [59℄. Dans le as d'un plan de fore plus hargé que le milieu environnant (αfz ≥ αsz), dans le
domaine haute fréquene (ω > 1), le mode propagatif le long du plan de fore, dérit par la relation de
dispersion (4.60), ne peut pas émettre d'ondes de volume dans le milieu. En eet, la pulsation assoiée
à e mode est supérieure à la pulsation de oupure du milieu homogène environnant. Ce mode est alors
onné au voisinage de la haîne de fore.
Ces deux as limites, dérivant une géométrie partiulière, ont permis d'aborder les phénomènes
physiques (ouverture de fenêtres de pulsations pour les modes, loalisation de modes) assoiés à la
présene d'inhomogénéités dans un milieu initialement homogène. Le as plus général de plans de fore
périodiques pour N quelonque est maintenant abordé.
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4.4 Résultats numériques pour N quelonque
Le système matriiel (4.16) est résolu numériquement sur le ontour ΓYM de la première zone
de Brillouin pour un nombre N quelonque de ylindres. L'inuene de la modulation périodique de




, dans le as αx = α
s
z. Le
nombre de modes de vibrations est égal au nombre de ylindres N de la ellule élementaire. Ainsi,
pour le as limite N = 2, seuls deux modes de vibrations ont été analysés. Pour une meilleure lisibilité
des ourbes de dispersion, le hoix est ii porté sur N = 4 ylindres par maille du réseau. Sur les















Fig. 4.12  Courbes de dispersion pour N = 4 ylindres par maille et un ontraste r = 1.1 des raideurs.
La relation de dispersion du système homogène est traée en tirets.
4.4.1 Premières observations
La première observation est qu'il existe des bandes de fréquenes interdites entre les modes suessifs
sur le ontour YM , 'est-à-dire pour kz = 1. Ces bandes interdites sont dite partielles ar elles n'existent
pas pour toutes les diretions de propagation. Ave l'augmentation du ontraste de raideurs, es bandes
interdites s'élargissent jusqu'à e que les ourbes de dispersion deviennent onstantes sur le ontour
onsidéré. Cet eet est lairement visible entre les gures 4.12 et 4.14. La vitesse de groupe de es
modes suivant l'axe (Ox) devient nulle et il est possible de montrer que l'onde est stationnaire entre
deux plans hargés suivant l'axe (Ox) perpendiulaire aux plans de fore.
Pour un faible ontraste de raideur, les modes 2 et 3 sont dégénérés pour une propagation le long
des plans de fore (voir la gure 4.12). Pour un ontraste de raideur nul, r = 0, les pulsations assoiées
à es deux modes sont égales. Ave l'augmentation du paramètre d'inhomogénéité P (proportionnel
au ontraste de raideur r), la pulsation de l'onde assoiée au mode 3 augmente tandis que la pulsation
du mode 2 est invariante. Cette observation ii faite dans le as N = 4 onerne l'ensemble des modes











Fig. 4.13  Courbes de dispersion pour N = 4 ylindres par maille et un ontraste r = 1.5 des raideurs.















Fig. 4.14  Trois premiers modes de propagation pour des ontrastes roissants r = 5, 10, 20, 50. La
relation de dispersion du système homogène est traée en tirets.
aoustiques ompris entre le premier mode de vibration et le mode aoustique de pulsation la plus
élevée, quelque soit le nombre N de ylindres par maille. Il est lair d'après l'équation (4.31) que, pour
le as homogène, 'est-à-dire P = 0, le déterminant du système est un polynme sindé (produit de
monmes de degré 1) à N valeurs propres réelles données par











Pour une propagation le long des haînes de fore (kx = 0), les modes propres sont ouplés par la






π (N − i)
N
), (4.62)
et le polynme aratéristique du système est alors un polynme sindé ave une raine d'ordre 1 (mode
fondamental i = 1) et

N−1
2 raines d'ordre 2 pour N impair,

N
2 − 1 raines d'ordre 2 et une raine d'ordre 1 (mode N) pour N pair.
Ces modes ouplés orrespondent à des vibrations transverses des ylindres déphasées d'un quart de
longueur d'onde suivant l'axe (Ox). Ces modes orrespondent à un mode invariant ave le paramètre P ,
dont le déplaement est nul sur les plans de fore, et un mode d'ordre supérieur, dont le déplaement
est maximum au niveau des plans de fore. La gure 4.15 présente le prol suivant l'axe (Ox) des
trois premiers modes de vibration du réseau. Seul le seond mode est invariant ave le paramètre
d'inhomogénéité P , puisque le déplaement au niveau des plans de fore est nul. L'augmentation de la
raideur vertiale pour e mode n'a alors auune inuene sur sa pulsation. Pour P = 0, la déformée
selon l'axe (Ox) du mode 3 montre un déplaement maximal au niveau des plans de fore. Puisqu'une
seule longueur d'onde selon l'axe (Ox) est identiée, la pulsation de e mode est identique au mode
2, e qui explique la dégénéresene observée. Ave l'augmentation du ontraste de raideur, lorsque
P →∞, le déplaement au niveau des plans de fore s'annule. Par onséquent, la pulsation assoiée à
e mode tend vers elle d'un mode guidé. Ce phénomène, illustré sur la gure 4.15, sera analysé sur le
omportement du mode fondamental (i = 1) dans la setion suivante.





N − 1 N − 1 N − 1
N − 1N − 1N − 1
Fig. 4.15  Prol selon l'axe (Ox) des trois premiers modes de vibration. Illustration de l'invariane
du mode 2 et de la transition des modes 1 et 3 vers un mode guidé.
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Pour montrer l'invariane du mode 2 dans le as N = 4, il sut de montrer que la pulsation propre
du mode 2 du système homogène est toujours une raine du polynme aratéristique (4.31) quel que
soit P . Dans le as N quelonque, pour (W2)
2 = sin2(π kz2 ) + sin




















qui annule le déterminant quel que soit P , et assure que W2 est une valeur propre du système non
homogène pour tout P .
Ce alul est ensuite étendu à l'ensemble des modes pairs. Mais un problème subsiste. En eet,
ette méthode de vériation des raines onnues du polynme ne permet ni de donner l'ordre des
raines, ni de vérier qu'une des raines doubles est invariante (don enore raine du polynme)
tandis que la raine dégénérée assoiée (pour P = 0) est perturbée ave l'augmentation du paramètre
d'inhomogénéité P .
4.4.2 Comportement du premier mode de propagation
L'étude porte maintenant préférentiellement sur la propagation d'ondes le long des plans de fore,
visualisable sur la première partie des ourbes de dispersion, pour kx = 0. Le premier mode de vibration
est identique au mode propagatif du système homogène pour de faibles ontrastes de raideur. La valeur
propre assoiée au mode basse fréquene est égale à elle du système homogène lorsque le paramètre
d'inhomogénéité P est faible (P ≪ 1), et s'érit





Le système est dispersif lorsque kz → 1, 'est-à-dire pour une longueur d'onde de l'ordre du diamètre
des billes. Ave l'augmentation du ontraste de raideur, le omportement de la ourbe de dispersion
est d'abord perturbé aux petites longueurs d'onde (la perturbation sur la pulsation du premier mode
en hautes fréquenes est visible sur la gure 4.13). En eet, aux grandes longueurs d'onde, le milieu
homogénéise les raideurs vertiales du milieu lors de la propagation et une faible perturbation de
raideur n'inuene pas (ou peu) la moyenne des raideurs vertiales. Cette perturbation devient visible
aux basses fréquenes ave l'augmentation du paramètre P (voir la gure 4.14). Puisqu'il est pour
l'instant impossible d'obtenir la valeur propre exate du mode fondamental perturbé par la modulation
de raideur, seule une évaluation simpliste du déalage du premier zéro de l'équation (4.31), assoié au
mode fondamental, est analysée. Pour ela, le polynme aratéristique du système de dispersion est
alulé pour la valeur W 21 (donnée par l'équation (4.65)),

















i −W 21 )−1, (4.66)
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où le premier terme de l'équation (4.66) est nul (produit de fateurs dont un s'annule pour W 21 ) et le

























La valeur du polynme aratéristique pour la valeur W 21 est obtenue,





Lorsque P = 0, le système n'est pas perturbé et la valeur W 21 est toujours raine du polynme.
Il est maintenant possible de omparer l'ation du paramètre d'inhomogénéité P pour deux as de
propagation d'ondes, une onde basse fréquene de nombre d'onde kz = k
BF
z et une onde haute fréquene
(prohe de la fréquene de oupure) kz = k
HF
z . En posant un petit paramètre ǫ (ave ǫ ≪ 1), haque
nombre d'onde devient :
 onde basse fréquene, kBFz → 0, soit kzBF = ǫ,
 onde haute fréquene, kHFz → 1, soit kzBF = 1− ǫ.
Un développement de Taylor de l'équation (4.68) pour les deux nombres d'ondes kBFz et k
HF
z
permet de quantier ave quelle rapidité (en fontion de P ) la modulation perturbe la valeur propre
du premier mode. En basse fréquene, f(W 21 ) = C
steP sin2(π ε2 ) ≃ CsteP (π ε2 )2. Le paramètre P doit
don être de l'ordre de ( 1kz )
2
pour jouer un rle. Typiquement, pour kz = 0.01, P doit être de l'ordre de
10000 pour perturber la valeur propre de quelques pour ents de sa valeur initiale. En haute fréquene,
f(W 21 ) = C
steP sin2(π (1−ε)2 ) ≃ CsteP (1− π ε2 )2, et une omposante proportionnelle à P apparaît dans
le déalage de la valeur propre.
4.4.3 Transition vers un mode guidé
Le front d'onde du mode fondamental est initialement plan (voir la gure 4.11) pour le système
homogène. Ave l'augmentation des raideurs vertiales au niveau des plans de fore, la résolution
numérique a révélé la diminution du déplaement transverse des ylindres hargés.
Cet eet est visualisable sur les déformées selon l'axe (Ox) du mode fondamental, évaluées pour
des valeurs de ontraste de raideurs roissantes (voir la gure 4.16). Ces déformées sont obtenues
par transformée spatiale inverse du veteur propre orrespondant. Pour des raideurs αfz trop élevées,
les plans de fore sont une rupture d'impédane importante ave le milieu élastique interstiiel et le
mode tend vers un mode guidé stationnaire suivant l'axe perpendiulaire aux plans hargés (voir la
gure 4.17).
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Fig. 4.16  Evolution du prol inhomogène d'amplitude du mode fondamental se propageant le long
des plans de fore pour des ontrastes de raideurs roissants. La résolution numérique est eetuée


















Fig. 4.17  Déformée du premier mode de propagation du réseau pour un paramètre d'inhomogénéité
P important. Ave la transition vers un mode guidé, le déplaement au niveau des plans de fore
s'annule. Trois mailles du réseau sont représentées.
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L'évolution des propriétés de propagation des ondes se déduisent des variations de la vitesse de
groupe de haque mode, don de la propagation de l'énergie de haque mode. Dans un ristal à deux





vx et vz sont les projetions du veteur vitesse de groupe sur les veteurs du réseau réiproque. Dans
le as de l'étude du mode fondamental se propageant le long des plans de fore, le alul numérique de
la vitesse de groupe se limite au alul de la omposante vz à partir de la dérivée des ourbes ωk par
rapport à la omposante kz de l'onde. L'évolution de la vitesse de groupe (normalisée par rapport à la
vitesse des ondes transverses lentes cs) du premier mode de propagation, ainsi que son évolution ave







































Fig. 4.18  Evolution, ave le paramètre d'inhomogénéité P , de la vitesse de groupe du premier mode
de vibration en fontion du nombre d'onde kz.
Pour l'onde initialement homogène, dont la relation de dispersion est donnée parl'équation (4.65),











qui tend vers π/2 aux grandes longueurs d'onde, e qui orrespond à la vitesse des ondes transverses
lentes cs. Elle s'annule lorsque kz → 1, puisque le mode ne se propage plus. Ave l'augmentation du
ontraste de raideur, la vitesse selon l'axe (Oz) du premier mode, initialement monotone (déroissante),
présente un minimum qui se déale vers les faibles nombres d'ondes kz. A droite de e minimum, l'onde
de pulsation haute fréquene est perturbée par l'inhomogénéité de raideur. La ourbe de vitesse de
groupe tend vers elle d'un mode guidé dont la vitesse de groupe aux grandes longueurs d'ondes
s'annule. A gauhe de e point d'inexion, l'hypothèse de grande longueur d'onde est toujours valide et
l'onde homogénéise le milieu (les raideurs vertiales). Un modèle simple de la modulation de raideurs
vertiales (voir la gure 4.19) permet d'estimer la vitesse du premier mode de propagation aux grandes
longueurs d'ondes. Sous l'hypothèse d'une élongation identique de tous les ressorts, la fore de rappel




z∆U + (N − 1)αsz∆U , où ∆U = U2 − U1 est le déplaement
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transverse relatif des ylindres. Pour N ylindres par maille du réseau, une proportion 1/N est partagée










z(1 + P ). (4.70)
Ainsi, pour le mode fondamental, l'hypothèse de grande longueur d'onde est toujours valide. Le mode







1 + P . (4.71)
La dépendane de la vitesse eetive (4.71), pour le premier mode de vibration, en puissane 1/2 du
paramètre d'inhomogénéité P est à l'origine de l'augmentation de la vitesse de groupe de e mode
en basses fréquenes (observée sur la gure 4.18). Ainsi, une homogénéisation des raideurs vertiales
du milieu permet de omprendre qulitativement l'inuene du hargement des plans de fore sur la











Fig. 4.19  Représentation de la modulation des raideurs vertiales.
Pour résumer, la résolution du problème de dispersion, pour le système inhomogène dans le as N
quelonque, permet de ompléter la ompréhension de la propagation d'ondes dans un réseau granulaire
périodiquement hargés au niveau de plans de fore. Il apparaît que tous les modes aoustiques ne sont
pas sensibles aux plans de fore du milieu. En eet, ette étude a permis de présenter des modes
dont le prol est sinusoïdal entre deux plans hargés, ave un déplaement nul au niveau de eux-
i. Ces modes se propagent ainsi préférentiellement entre les plans de fore. Les autres modes de
propagation du système sont partiulièrement inuenés par la présene de plans de fore, aratérisés
par le paramètre d'inhomogénéité P . L'aent est prinipalement mis dans ette partie sur le premier
mode de propagation du réseau se propageant le long des plans de fore. Lorsque le système est
homogène (en l'absene de modulation de raideur), le premier mode de propagation est un mode plan
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homogène. Même une inme perturbation de raideur au niveau des plans de fore inuene le prol
de e mode pour de petites longueurs d'ondes. Ave l'augmentation du ontraste des raideurs entre les
plans hargés et le milieu environnant, le mode initialement plan homogène présente une transition vers
un mode guidé. Ce mode guidé est aratérisé par un déplaement nul au niveau des plans de fore,
mais aussi par une vitesse de groupe nulle lorsque le nombre d'onde tend vers zéro. Il existe ependant
toujours une zone d'inuene des plans de fore, se déalant vers les plus basses fréquenes à mesure
que le paramètre d'inhomogénéité augmente. Aux basses fréquenes, une homogénéisation des raideurs
vertiales du milieu a permis d'estimer l'évolution de la vitesse de groupe de e mode, aratéristique
de la zone d'inuene des plans hargés en basses fréquenes.
4.5 Estimations en vue d'une appliation expérimentale
Après l'obtention de solutions analytiques et de résultats numériques pour la propagation d'ondes
dans le réseau granulaire idéal, il est possible d'imaginer la réalisation expérimentale d'un tel assemblage
granulaire ubique en trois dimensions. Pour des ylindres, selon la théorie de Hertz, le omportement
des ontats entre deux ylindres est moins non linéaire que des ontats entre sphères [41℄, dans
l'hypothèse de petites déformations. Dans e as, les ylindres onsidérés pour le as bidimensionnel
sont remplaés par des sphères de rayon identique. En onsidérant des billes ollées (pour éviter la
rotation) suivant l'axe (Oy), un hargement important des billes peut être appliqué tout en restant
dans la validité des hypothèses de la théorie de Hertz. A défaut d'avoir réalisé ette expériene, il
est intéressant d'estimer quel ontraste de raideur entre les haînes de fore et les billes voisines
'spetatries' est aessible expérimentalement. Pour ela, la rigidité transverse des ontats sera établie
an d'évaluer le ontraste de raideur entre les billes fortement et faiblement hargées, sans atteindre
la frature des billes.
D'après la théorie de Hertz-Mindlin [41℄ dérite dans le hapitre 1, le déplaement relatif tangentiel







ave a le rayon du ontat, ν le oeient de Poisson du matériau et G le module de isaillement






le rayon de ontat a par a = (2FNRK )
1/3
















L'équation (4.74) est valide sous l'hypothèse de validité de la théorie de Hertz, 'est-à-dire un rayon
du ontat a = (2FNRK )
1/3
très inférieur au rayon R des billes an d'assurer la ondition de faibles
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déformations (
a
R ≪ 1). Cette ondition permet d'obtenir la fore normale maximale, FN ≪ KR2,
à appliquer à l'empilement. En aord ave l'équation (4.74), la rigidité transverse du ontat est
proportionnelle à la raine ubique de la fore normale appliquée. Le rapport des rigidités αfz/αsz,










où les exposants f et s orrespondent respetivement aux ontats forts et aux ontats faibles (ou
souples). Il onvient maintenant d'estimer l'obtention d'un ontraste de rigidité important, aratérisé
par le paramètre P = 1N (
αfz
αsz
−1). Pour ela, le hargement additionnel des ontats dans les haînes de




− 1 ≥ 10, il est néessaire d'appliquer des hargements ∆F f exédant
signiativement le hargement statique F sN des spetateurs, et dans e as,
αfz
αsz
− 1 ∼ (∆F
F sN
)1/3, (4.76)
et la fore minimum pour obtenir un ontraste important est alors,
∆Fmin ≥ 103F sN . (4.77)
Un assemblage granulaire ubique (voir la gure 4.20) de dimension L3 et de M3 billes est
maintenant onsidéré, ave M le nombre de billes par té du ube. Une arête du ube vaut ainsi
L = 2MR, où R est le rayon d'une bille. La fore statique maximale entre billes est uniquement due
à la gravité, don à la hauteur de la olonne granulaire. Cette fore est égale à F sNmax = M ∗mg, où
m = 43π ρR
2
est la masse d'une bille, et g l'aélération de la gravité.
Fig. 4.20  Assemblage granulaire ubique de volume L3.
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En reportant ette expression dans l'équation (4.77), la borne inférieure du hargement F fN des
haînes de fore,
∆Fmin ≥ 103F sN = 103M
4
3
π R3ρ g, (4.78)
néessaire à un ontraste de rigidité
αfz
αsz
important est obtenue. La limite supérieure du hargement des
haînes de fore ∆Fmax peut pour sa part être alulée en vue d'éviter la frature des billes sous l'eet
du hargement. La ontrainte entre deux billes étant loalisées au niveau du ontat, ette ontrainte
peut être estimée par σcontact ≃ F
f
N
π a2 . La déformation assoiée vaut alors εcontact ≃
F f
N
π a2E , ave E
le module d'Young du matériau. Pour éviter la frature, une ondition susante est de respeter le
ritère de non-destrution εcontact ≤ 0.1. Les estimations théoriques de la limite de frature d'un ristal
idéal sont basées sur l'estimation de la fore d'attration interatomique maximale [47℄. La ontrainte σf
néessaire à la frature, menant à la destrution du matériau, est reliée au module d'Young par σf ≃ E10 .
La déformation limite est ainsi estimée à εf ≃ 110 . Mais en réalité les déformations εf mesurées varient
entre 0.2 pour des matériaux rigides et 0.4 pour des matériaux tels le aouthou. En onséquene,
l'utilisation de ε ≃ 110 omme déformation maximale dans les estimations nous assure de l'absene de
frature dans des matériaux homogènes (omme les billes de verre). Sous ette ondition, le hargement
maximal vaut ∆Fmax ≤ 0.1π a2E, et après simpliation du rayon de ontat par la théorie de Hertz,




π R3ρ g ≤ ∆F ≤ (3
4
)210−3π3(1− ν2)2(2R)2E. (4.79)
Il ressort de ette inégalité la dimension maximale Lmax du té de l'assemblage granulaire, pour
laquelle une forte modulation de raideur est possible sans atteindre la frature,




Cette longueur est estimée à 350 m pour un assemblage de billes de verre de aratéristiques ν = 0.25,
E = 65 GPa et ρ = 2500 kg/m3. Cette éhelle est inontestablement aessible à l'expériene en
laboratoire ('est la longueur maximale du ube). Il s'ajoute à ette estimation la néessité d'obtenir
une forte modulation des rigidités
αfz
αsz
≥ 10, et en reportant dans l'équation (4.75) les bornes obtenues














1/3 ≃ 10, soit L ≃ 7 cm. Cette estimation est la longueur du ube néessaire pour obtenir
un ontraste important indépendemment du nombre de billes M et de leur rayon R.
Pour terminer, il reste à estimer le hargement à appliquer et la dimension du système lors de
l'introdution d'une éhelle spatiale diérente de la taille des billes, elle des haînes de fore. La
double périodiité due aux haînes de fore peut être onsidérée raisonnable pour N ≃ 10, où N
est le nombre de billes entre les plans hargés. Pour onsidérer le système omme périodique, une
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hypothèse valide est de onsidérer au moins 10 périodes, 'est-à-dire au moins M = 100 billes par
té. Pour des billes de verre de rayon R = 1 mm, utilisées par exemple dans le adre expérimental
de e travail, la dimension du ube assoiée vaut alors L = 2MR = 0.2 m. Le rapport des raideurs
entre les haînes de fore et les billes spetatries se situe entre 10 et 90 d'après l'enadrement (4.81).
Cei orrespond à un hargement additionnel des haînes de fore par rapport au hargement des billes
environnantes s'éhelonnant entre 10 N et 4 kN d'après l'équation (4.79). Cette dernière estimation,
aessible expérimentalement, permet d'espérer la vériation des prinipales aratéristiques étudiées
de la propagation d'ondes dans un système granulaire ubique périodiquement hargé.
4.6 Conlusion
Un modèle qui dérit la propagation d'ondes dans un réseau granulaire ubique périodiquement
hargé a été développé. Le hargement périodique entraîne une distribution spatiale simpliée de
haînes de fore, où les raideurs vertiales entre ontats sont périodiquement modulées. La géométrie
du modèle est bidimensionnelle, omprenant des ylindres inniment longs. Pour une propagation
d'ondes transverses normale à l'axe des ylindres, l'ensemble des modes de propagations du réseau
sont pris en ompte.
A travers l'étude de as limites, les aratéristiques de la propagation d'ondes sont analysées.
Pour N = 2 ylindres par maille du réseau, l'inuene de l'anisotropie additionnelle du hargement des
ylindres est étudiée à travers les ourbes de dispersion du système. Il est possible, pour une modulation
symétrique des raideurs autour du hargement moyen, d'obtenir une bande interdite omplète pour la
propagation d'ondes, quelle que soit la diretion de propagation d'ondes. Pour N →∞, 'est-à-dire une
seule haîne de fore, les solutions des équations du mouvement ont été analytiquement alulées. La
relation de dispersion des modes propagatifs le long du plan de fore et évanesents dans la diretion
normale au plan de fore, ainsi que la struture spatiale de es modes, sont obtenues en fontion du
hargement du plan de fore. La loalisation de modes est obtenue autour du plan de fore pour des
pulsations inférieures à la pulsation de oupure du milieu homogène (lorsque le plan de fore est plus
souple que e milieu) et pour des pulsations supérieures, où le mode ne peut émettre d'ondes de volume
dans le milieu.
Pour un nombre de ylindres N quelonque par maille du réseau, les ourbes de dispersion du
système inhomogène sont obtenues par résolution numérique. Une famille de modes apparaît insensible
à la présene de plans de fore périodiques, ave un prol sinusoïdal entre deux plans hargés
onséutifs. L'étude du premier mode de propagation du réseau a montré la possibilité de passer d'un
mode initialement plan à un mode guidé inhomogène. Cette transition s'aompagne d'une modiation
de la vitesse de groupe de l'onde aoustique assoiée. Ave l'augmentation du ontraste de raideur entre
les ontats fortement et faiblement hargés, l'onde se propage alors préférentiellement entre les plans
de fore.
Cette approhe théorique s'aompagne d'une estimation des diérents paramètres du problème
onsidéré an d'appliquer expérimentalement ette étude. Les hargements des haînes de fore, dans
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le as de billes de verre identiques à elles utilisées dans les expérienes de ompation, ont été alulés
an de réer un ontraste de raideur important, sans atteindre la frature des billes. Un rapport 100,
entre les raideurs des haînes de fore et elles du milieu environnant, susant pour l'observation des
phénomènes étudiés, est aessible pour un assemblage granulaire ubique d'arête 20 cm.
Enn, il est intéressant de mentionner les problèmes auxquels ette étude peut être reliée. La
modélisation proposée se rapprohe des matériaux fragiles, omme les olloïdes, (voir la gure 1
de [13℄), se réarrangeant sous l'eet d'une ontrainte externe. Les partiules les onstituant forment
alors des haînes de fore selon la diretion de la ontrainte et permettent au matériau de supporter
indéniment la ontrainte appliquée (l'état bloqué du olloïde est appelé 'jamming'). Cependant une
faible variation du hargement rée des réarrangements des haînes de fore et le olloïde voit son état
passer d'un état stable à un autre. Il existe aussi une forte relation entre e problème et elui de la
propagation d'ondes dans des omposites élastiques périodiques, ou ristaux phononiques, strutures
dont les propriétés aoustiques révélent des bandes de fréquenes interdites reliées au ontraste entre
les paramètres élastiques du matériau [48, 21℄.
Conlusion générale
Dans e travail de thèse, diérents aspets expérimentaux et théoriques de la propagation aous-
tique au sein de milieux granulaires non onsolidés ont été étudiés. L'objetif premier de ette étude
était la aratérisation de la ompation granulaire par des ondes aoustiques, et l'obtention d'infor-
mations, par l'utilisation des méthodes non linéaires, sur la distribution de ontats du milieu.
Après un permier hapitre introdutif, le seond hapitre présente le dispositif expérimental mis
au point pour eetuer la ompation d'un assemblage de billes de verre. Un réipient ontenant un
matériau granulaire omposé de billes de verre est soumis à des solliitations disrètes dans la diretion
vertiale. La variation relative de la ompaité du milieu (le rapport du volume oupé par les billes
sur le volume total) est obtenue par une mesure ultrasonore simple. Sous l'eet des solliitations
disrètes, le milieu initialement peu ompat (Φ ≃ 0.585) se densie jusqu'à un état nal dépendant
de l'amplitude de la solliitation. La ompation est lente, se déroulant sur environ 5.104 taps pour
atteindre l'état nal. Cette densiation a pour origine les réarrangements entre grains. L'eet d'une
variation du diamètre des billes sur la dynamique de ompation est étudié. Ave une diminution du
diamètre des billes de 2 mm à 0.7 mm, la ompaité nale de l'empilement augmente pour une même
amplitude solliitation. Cet eet peut être attribué à la polydispersité observée sur les billes de 0.7
mm.
Au ours du proessus de ompation, le milieu granulaire est sondé par des transduteurs ul-
trasonores longitudinaux. En premier lieu, les fontions de réponse en fréquene du milieu exhibent
diérentes gammes de fréquenes aratéristiques. Une transition apparaît entre une gamme de forte
transmission des ondes et une gamme où la diusion des ondes entre en jeu. Cette transition s'eetue
à une fréquene de oupure aratéristique du désordre du milieu. Ensuite, l'eet de la ompation
sur es fontions de réponse en fréquene montre l'augmentation de la transmission des ondes pro-
pagatives en basses fréquenes ave le proessus de ompation. Cet eet est attribué à la fois à la
réation de ontats dans le milieu et à l'augmentation de la déformation statique moyenne entre grains.
Les ontats apparaissant dans le milieu sont initialement des ontats faiblement hargés. Il existe
ependant une grande variété de ontats faiblement pré-ontraints. Par exemple, ertains peuvent
présenter du glissement et d'autres pas sous l'ation de l'onde aoustique. Le troisième hapitre, par
l'utilisation de méthodes d'aoustique non linéaire, a pour objetif de aratériser les non-linéarités
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aoustiques du milieu et donner des informations supplémentaires sur l'évolution des éléments miro-
méaniques de l'empilement granulaire. Durant le proessus de ompation, le milieu granulaire est
sondé, à diérentes étapes de la densiation, par des ondes longitudinales d'amplitudes aoustiques
roissantes. Les expérienes de générations d'harmoniques et de génération de fréquene diérene
ont quantitativement montré une diminution des non-linéarités aoustiques au ours de la ompation
granulaire. Lors de la génération d'harmoniques d'une onde monofréquentielle émise dans le milieu, le
paramètre de non-linéarité quadratique diminue ave des variations très supérieures à elles observées
jusqu'ii (mesures de ompaité). Pour la génération d'ondes par mélange de fréquenes, la transition
2 → 3/2 (sur la dynamique en amplitude de l'onde de fréquene diérene) vers les plus hautes dé-
formations statiques entre ontat a été quantitativement interprétée omme la diminution relative
du nombre de ontats faibles. Puisque la variété des ontats faiblement hargés est large, il reste à
déterminer quelle proportion de ontats faibles diminue. La ompréhension de es résultats est rendue
diile par la diulté de s'aranhir des eets linéaires d'atténuation des ondes. En eet, es expé-
rienes s'eetuent à fréquene xe, dont les aratéristiques linéaires évoluent fortement au ours de
la ompation. Un suivi dynamique s'est alors révélé indispensable, et est eetué par des mesures de
résonanes non linéaires du milieu. La première observation, issue de es mesures, est la diminution des
parties élastiques (diminution du module élastique non linéaire) et dissipatives (augmentation de l'at-
ténuation non linéaire) du paramètres non linéaire hystérétique. Un modèle dérivant les observations
eetuées, est développé et mène à la dénition d'un nouveau paramètre non linéaire qui aratérise
l'hystérésis du milieu. Ce nouveau paramètre est le paramètre de Read, dit "non linéaire", aranhi
des eets linéaires de la relation ontrainte/déformation du milieu. Ce nouvel indiateur fournit des
informations sur l'évolution de la distribution de ontats au ours de la ompation granulaires. Pour
ela, un modèle quantitatif évalue la ontribution des éléments miroméaniques du milieu granulaire
aux non-linéarités élastiques et dissipatives. Il est montré qu'un ontat présentant un fort glissement
partiipe plus fortement à la non-linéarité élastique qu'un ontat faiblement glissant. Ce modèle per-
met d'interpréter l'évolution de la proportion de ontats fortement glissants relativement à eux qui
glissent peu. Il s'avère que le nombre de ontats fortement glissants diminue au ours de la ompation
granulaire relativement au nombre de ontats présentant un faible glissement. Ce résultat qualitatif
traduit bien la physique de la ompation.
Dans un milieu granulaire, une diulté pour la desriprion de la propagation d'ondes aoustiques,
abordée au premier hapitre, est la présene d'une distribution de ontats. Un milieu granulaire
ontient en eet des haînes de fore (haînes de billes plus fortement préontraintes que la moyenne)
et des grains isolés ou spetateurs (plus faiblement préontraints). Dans le but de mieux omprendre
le rle des haînes de fore sur la propagation aoustique, une approhe théorique est réalisée dans le
dernier hapitre, dans une onguration du type assemblage granulaire ubique simple périodiquement
hargé. Une étude analytique montre, dans des as simpliés de la géométrie, la possibilité de guider
les ondes aoustiques soit le long des haînes de fore, soit entre elles-i. La relation de dispersion des
modes propagatifs le long d'un plan de fore et évanesents dans l'axe perpendiulaire au plna de fore,
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ainsi que la struture spatiale de es modes, sont obtenues en fontion du hargement des plans de
fore. Les aratéristiques de la propagation d'ondes dans un réseau périodique (bande interdite pour
la propagation d'ondes, loalisation) sont révélées.
D'autres travaux expérimentaux et théoriques ont été réalisés, en marge du problème de la om-
pation granulaire, sur les eets non linéaires dans les milieux granulaires non onsolidés. Le phé-
nomène de lappement (ouverture/fermeture des ontats sous l'ation de l'onde aoustique) a été
étudié expérimentalement et théoriquement pour dérire le ontenu spetral rihe obtenu lors des ex-
périenes de mélange de fréquenes (voir l'annexe C). Il est montré que les singularités de la relation
ontrainte/déformation de Hertz ave lappement sont à l'origine de la génération de nouvelles om-
posantes fréquentielles par un seul ate de l'interation non linéaire.
Les perspetives de e travail de thèse sont multiples. Du point de vue expérimental, la prise
en ompte de l'atténuation linéaire des ondes est néessaire pour une meilleure ompréhension des
eets non linéaires obervés. De nombreux paramètres sont suseptibles d'inuener le proessus de
ompation, ommme l'amplitude de solliitations et le diamètre des billes, et leurs eets restent à
étudier de façon plus approfondie sur les mesures aoustiques réalisées. Les perspetives d'appliation
de e travail au niveau industriel sont potentiellement le diagnosti in situ des empilements granulaires
onnés dans des volumes los, omme les silos. En général, les méthodes non linéaires appliquées
et les interprétations présentées peuvent être envisageables pour tout type de matériau présentant
des inhomogénéités de strutures (ssures, ontats). Du point de vue théorique, le problème inverse
onsistant à déterminer la forme de la distribution de fores de ontats à partir de mesures aoustiques
reste un hamp d'étude ouvert. Dans le dernier hapitre, l'inuene des haînes de fore sur la
propagation aoustique est l'objet d'une investigation théorique dans un onguration simple. La
mise au point d'une appliation expérimentale est possible suite aux estimations réalisées, et es
travaux semblent prometteurs du point de vue de la reherhe fondamentale. Dans un deuxième temps,
la onguration ubique simple du réseau peut être étendue au as plus général d'un assemblage
granulaire hexagonal, plus prohe des milieux granulaires réels. La répartition spatiale des haînes
de fore introduites dans e modèle est périodique selon une seule diretion du réseau. L'extension
à des répartitions de haînes périodiques selon plusieurs diretions du réseau granulaire, mais aussi
l'introdution de faibles inhomogénéités spatiales (désordre spatial des haînes de fore, absene
loalisée d'une haîne de fore) peuvent être l'objet d'études ultérieures menant à une meilleure
ompréhension de la propagation aoustique dans es milieux omplexes.
Annexe A
Cette annexe présente le détail du alul du déterminant de la matrie D introduite au hapitre 4.
Pour ela, ette matrie est identiée à la matrie
Ma =


























. · · · . . . rn−1 a
a . . . . . . a rn

Pour aluler det(Ma), on alule d'abord le déterminant de la matrie Mab dénie par :
Mab =


























. · · · . . . rn−1 a
b . . . . . . b rn

Soit λ ∈ R et J la matrie telle que ∀[i, j] ∈ R2 : J [i, j] = 1.
Le alul de q(λ) = det(M + λJ) montre par développement par rapport à la première olonne que le
polynme q(λ) est un polynme de degré 1 en λ. Il existe don deux réels (α, β) ∈ R tels que :
q(λ) = α+ λβ. (4.82)
Il est alors simple de montrer les résultats suivants :
q(0) = α = det(Mab), , (4.83)
q(−b) = det(M − bJ) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r1 − b a− b . . . . . . a− b





















. · · · . . . rn−1 − b a− b








(ri − b) = p(b). (4.85)
De même,
q(−a) = det(M − aJ) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r1 − a 0 . . . . . . 0





















. · · · . . . rn−1 − a 0







(ri − a) = p(a). (4.87)
Les deux réels (α, β) vérient alors un système de deux équations à deux inonnues{
α− a β = p(a)
α− b β = p(b)
La solution α de e système permet à l'aide d'obtenir le alul du déterminant de la matrie Mab :
α = det(Mab) =
1
a− b [ap(b)− bp(a)] (4.88)
Le résultat préédent (4.88) ne peut pas s'appliquer diretement au as a = b par la divergene en
1
a−b . L'idée est d'introduire une matrie subsidiaire A dénie par :





























. · · · . . . rn−1 a+ t
a . . . . . . a rn

La matrie A est du typeMab où b = a et a = a+t. Son déterminant vaut don d'après l'équation (4.88)
pour t ∈ R∗ D(t) = det(A) = 1
t
[(a+ t)p(a)− ap(a+ t)], (4.90)
que l'on érira sous la forme :
pour t ∈ R∗ D(t) = det(A) = p(a)− a
t
[p(a+ t)− p(a)], (4.91)
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On reonnaît un terme de dérivation dans le seond membre à droite, et le développement de Taylor







= p(a) + p′(a)(x− a) + 1
2
p′′(a)(x− a)2 + · · · (4.92)
Pour x = a+ t, le développement de Taylor amène :
p(a+ t) = p(a) + p′(a)t+
1
2
p′′(a)t2 + · · ·
= p(a) + t[p′(a) +
1
2
p′′(a)t+ · · · ]
= p(a) + t[p′(a) + r(t)], (4.93)
où r(t) est un polynme en t qui s'annule en 0. En remplaçant l'expression (4.93) dans l'équation (4.91),
le déterminant de la matrie A s'érit
pour tout t ∈ R∗ D(t) = p(a)− a(p′(a) + r(t)) (4.94)
Puisque deux polynmes égaux sur une innité de valeurs oinident partout, l'égalité est don vraie
en t = 0






Artile sur l'inuene des haînes de fore publié dans Europhysis
Letters
Cet artile est un omplément de l'étude analytique et numérique eetuée au hapitre 4 sur
l'inuene des haînes de fore sur la propagation aoustique.
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Abstract – General physical arguments as well as an analytical theory for a particular system
indicate that in addition to a traditional method of wave control through gap opening in an
allowed frequency band there exists an opportunity to control waves through window opening in a
forbidden frequency band. By introducing additional (second) periodicity in an initially periodic
material it is possible to guide high-frequency waves in the directions initially forbidden for their
propagation.
Copyright c© EPLA, 2007
The method which is currently under intensive studies
for waves of different physical nature (particularly for
electromagnetic [1,2] and acoustic [3,4] waves) is designing
mesomaterials or composite materials with properties
varying in space by using as building blocks initially
homogeneous but different materials. Control of wave
propagation can be achieved through opening in the wave
spectrum frequency gaps in which the propagation of
waves is forbidden [1–4]. The physical nature of gap open-
ing is based on a scattering of the waves with propagation
constants in the vicinity of the Bragg (reciprocal) vectors
of the designed periodic structure.
This letter is aimed to attract the attention to an oppor-
tunity that the control of waves can be quite different,
although similarly based on the Bragg scattering, in mate-
rials which are initially periodic in space. In such mate-
rials, the forbidden gaps exist from the beginning and
the modification of the spectrum of propagative modes
can be achieved by opening windows for their propaga-
tion in frequency regions that are originally forbidden. We
demonstrate that this could be realized by introducing in
material properties an additional periodicity.
To demonstrate the difference in the two above-
considered methods in rather general terms, let us
consider the dispersion relation ω= f(kx, ky, kz) for a
wave with a cyclic frequency ω and wave vector compo-
nents kx, ky, kz in a material with physical properties
periodically modulated along the axes with a period a.
This dispersion relation could, in general, contain forbid-
den bands where only evanescent modes are allowed. The
traditional method to modify the spectrum ω= f(0, 0, kz)
of the waves directed along the z-axis is, for this partic-
ular case, to introduce an additional modulation of the
material properties along the z-direction with a period
A. This results in Bragg reflection of waves with a wave
vector kz = pi/A and, if ω= f(0, 0, pi/A) initially belongs
to the propagative band, the forbidden gap opens near
this frequency. A different opportunity to control wave
propagation along the z-axis, which we are discussing
in this letter, is to introduce an additional periodicity
along the x-axis, and/or y-axis (but not along the z-axis)
with a period A> a. As an example, the additional
modulation with a period A along the x-axis allows the
propagation along the z-axis of not only homogeneous
waves with kx = ky = 0 (as initially) but additionally
inhomogeneous waves with kx = 0, ky = 0 modulated in
amplitude along the x-axis. The allowed values of the
transverse propagation constant (kx)n are controlled
by the additionally introduced periodicity and can be
found from the condition of constructive interference, or
transverse resonance [5], or Bohr-Sommerfeld quantiza-
tion condition [6] (kx)nA= 2pin, where n is an integer
(n= 1, 2, . . .). Note that because all the materials are
discrete at microscopic level, if microscopical period along
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x-axis is equal to a, then the maximum allowed transverse
propagation constant is (kx)max = pi/a and the maximum
allowed number of additional modes propagating along
the z-axis will be nmax =A/a− 1, reflecting an obvious
fact that the minimum period of additional modulation
of the discrete material is equal to 2a. If some of the
modes ω= f((kx)n, 0, kz), introduced by the additional
modulation, appear in the forbidden frequency bands of
the initial dispersion relation ω= f(0, 0, kz), this opens
windows for the wave propagation in the material at
initially forbidden frequencies. Although the proposed
principle of windows opening is clearly different in its idea
from the traditional principle of gap opening, its physical
nature is also in Bragg reflections. These are Bragg
reflections of the waves propagating along the x-direction
that provide opportunity for the existence of the standing
wave patterns along the x-axis that could propagate
along the z-axis. The wave dispersion branches created
by additional modulation correspond to guided modes.
As a simple illustrative example, we consider shear
acoustic wave propagation in a cubic packing of elastic
cylinders in air (in fig. 1(a)). It should be mentioned that
2D composite material designed of periodically arranged
and spatially separated cylinders in a matrix of a material
with different elastic properties is one of the most favorite
objects both in theory and experiments with phononic
crystals [3,4,7–9]. However the system in fig. 1(a) is
importantly different from those in refs. [3,4,7–9] because
the cylinders are in contact due to external loading.
The analyzed periodic material could be equivalently
considered as being a granular or as being a porous
one. We will consider the acoustic modes transporting
energy predominantly through the solid phase of this
material and neglect for simplicity coupling with air.
The velocities of acoustic waves are determined by the
loading of the contacts between the cylinders and are
much lower than acoustic velocities in the cylinders as
far as the contacts are much softer than the cylin-
ders [10]. Under the above conditions the system can be
described as lumped masses (for the cylinders) connected
by elastic springs (for the contacts). It is well established
that even under homogeneously distributed and static
vertical loading, the total force applied to the granular
system is mostly transferred just by a fraction of the
total number of cylinders arranged in the force transmit-
ting chains, while a large fraction of cylinders remains
weakly stressed [11–13]. In the case of transparent cylin-
ders the effect can be visualized by photoelastic experi-
ments with light propagating along the cylinder axis (in
cross polaroids) [13]. Even in disordered packing of cylin-
ders the force chains are composed of straight parts
containing multiple cylinders each. In ordered triangu-
lar packing the straight force chains are longer and the
modifications of the force chains directions are largely
due to reflections from the walls limiting the system
volume [11–13]. In the model system (fig. 1(a)) the spatial
periodicity of force chains along the x-axis is assumed to
Fig. 1: (a) Cubic packing of elastic cylinders periodically
loaded. (b)-(c) Influence of loading on wave propagation:
overlap if αx <αz (b) and forbidden gap if αx >αz (c).
(d) Gap opening with increasing modulation in case of symmet-
rical average loading.
be favored by periodicity of the applied vertical load. The
equation describing the propagation in the (x, z)-plane of
shear acoustic waves polarized along the cylinder y-axis is
M∂2Um,n/∂t
2 = αx[Um,n+1− 2Um,n+Um,n−1]
+αwz [Um+1,n− 2Um,n+Um−1,n]





Here M is the mass of the cylinders, Um,n is the displace-
ment along the y-axis of the cylinder with the coordinates
x=ma, z = na (−∞<m,n<+∞ are integers), a is the
diameter of the cylinders and δij is the Kronecker symbol.
The notations αx,z are used for the shear rigidities of hori-
zontal and vertical contacts, while αs,wz for the shear rigidi-
ties of strong and weak vertical contacts, respectively. The
spatial period of the additional horizontal modulation is
equal to A=Na (N  2 is an integer). In accordance with
the Floquet-Bloch general theorem [3,4], the solution of
eq. (1) contains N modes,
Um,n = e





where Us(kx, kz) are the amplitudes of modes satisfying
the system of N algebraic equations, which is obtained by
substitution of this x-periodic solution in eq. (1).
In contrast to traditional periodic composites where the
discreteness of the micromaterial is neglected, resulting
in an infinite system of equations for the amplitudes of
the modes [3,4], in our initially discrete system analytical
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description of the dispersion relation can be obtained
without truncation of the system. In the case when there
is no periodic horizontal modulation of system rigidity
αwz = α
s
z = αz, the dispersion relation for the shear waves is
ω2 = (4αz/M) sin
2(akz/2)+ (4αx/M) sin
2(akx/2).
The waves propagating along the z-axis are
homogeneous with the forbidden frequency band
above ωz = 2
√
αz/M . The highest frequencies
ωmax = 2
√
αz/M +αx/M = ωz
√
1+αx/αz are allowed
for the waves at the edge of the Brillouin zone with
kx = kz = pi/a propagating at an angle to the z-axis.
Even an infinitely weak horizontal modulation αsz→ αwz ,
αsz = αwz drastically modifies the spectrum of the modes






where n= 0, 1, . . . N − 1. The additional modulation
opens the windows for the propagation along the z-axis
of the waves with frequencies ω >ωz in the forbidden
frequency range of the non-modulated structure. The
window for the n-th guided mode (n = 0) partially over-
laps with that for the low-frequency mode n= 0 if αx <αz
(fig. 1(b)) and there is a forbidden gap between them,
ωz  ω ωz
√
αx/αz if αx >αz (fig. 1(c)). This influence
of different loading along x and z directions is illustrated
in fig. 1(b)-(c) for the case N = 2. It can be noticed in
fig. 1(c) that with increasing ratio αx/αz the window
ωz
√
αx/αz  ω ωz
√
1+αx/αz for the guided mode
penetrates higher and higher in the initially forbidden
frequency band ω >ωz. The fact that the upper edge of the
window corresponds to the maximum allowed frequency
ωmax in the non-modulated material confirms that the
nature of the predicted effect is in the possibility of guiding
these highest frequency waves along the z-direction. This
opportunity is created by the introduced periodicity along
the x-axis. In the general case N = 2 the highest allowed
frequency of the windows corresponds to mode n=N/2
when N is even and to n= (N ± 1)/2 when N is odd.
If the periodic modulation along the x -axis is finite in
amplitude it also influences (in addition to asymmetry
αx = αz of loading) all the allowed modes, in particular,
by introducing the forbidden gap in some cases where they
are absent in the limit αx = αz, αx→ αz. For example, in
the case of symmetrical average loading with modulation
αwz = αz −∆α, αsz = αz +∆α, αz = αx, 0∆α αz,
the dispersion relations for the modes propagating along








where the notation sz is introduced for sin(akz/2). It can
be concluded that with increasing modulation |∆α| the
forbidden gap ωz
√
3/2−√(1/2)2+(∆α/αz)2  ω ωz
Fig. 2: Dispersion curves in the case N = 4 and ∆α/αz = 2/3
for the path ΓYMX along the first Brillouin zone (inset).
between the two modes opens and the highest







2 (fig. 1(d)). It is
worth mentioning that in the system under consideration
the modulation of the strength of vertical contacts along
the x-axis does not influence the wave propagation along
the x-axis. Consequently, even if the modulation induces
band folding in kx, it does not introduce bands overlap
or gaps in the x-direction. As a result the solutions of the
problem predict the diminishing of these effects when the
propagation direction of the modes continuously changes
from the one along the z-axis to the one along the x-axis.
This is illustrated in fig. 2 for N = 4.
It is interesting to note that in accordance with eq. (2),
an additional modulation of granular lattice opens the
window ωz  ω ωz
√
1+αx/αz for wave propagation
along z even in the limiting case N →∞. This indicates
that window opening could take place also in the case of a
single vertical chain in otherwise macroscopically homoge-
neous and microscopically periodic granular medium. The
situation formally corresponds to assuming in eq. (1):
N = 0, αx = α
w
z = αz, α
s
z = αz +∆α,−αz ∆α∞.
We found the solutions of the form Um,n = exp[i(ωt−
kxa|m| − kzan)], which are localized near the force chain
(Im(kx)< 0) and are propagating along z-axis (Im(kz) =
0). The dispersion relations for the waves guided by a























where W = ω/ωz is the normalized frequency and
δ= (∆α/αz)
2. The solution with plus sign describes
the propagating modes with an exponential trans-
verse distribution exp[−Arsinh(2|∆α/αz|s2z|m|] for
−αz ∆α 0 (for unloaded chain) in the low-frequency




(1/2)2+ δ; the solu-
tion with minus sign describes the propagating
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modes with an oscillating tranverse distribution
((−1)|m|exp[−Arsinh(2|∆α/αz|s2z|m|]) for ∆α 0





(1/2)2+ δ. Consequently, a single-
chain loading (∆α> 0), provides opportunity for guiding
waves along z-axis with frequencies forbidden in symmet-
rically loaded material.
In conclusion we would like to mention two circum-
stances which would be advantages in possible applica-
tions of the discussed method of wave control. First,
even a weak periodic modulation along the x-axis intro-
duces in the initially forbidden frequency range an allowed
window with the width ∆ω= (
√
2− 1)ωz, which is of the
order of the initially allowed frequency band 0 ω ωz.
The allowed gap is not continuously shrinking with dimin-
ishing amplitude of the additional modulation as it is in
the case of forbidden gaps in the common method of wave
control through introducing additional periodicity along
the z-axis. Second, the width and positions of the windows
and gaps could be actively controlled by varying asymme-
try of loading (αx = αz) and modulation amplitude |∆α|.
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Artile sur le phénomène d'interation non linéaire non lassique
soumis à Ultrasonis
Cet artile fait référene aux observations de génération de omposantes fréquentielles non dérites
par la première interation non linéaire dans le milieu granulaire non onsolidé. Cet artile permet
d'élairer la setion (3.2.3) suintement développée.
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Abstract: Due to disorder, contacts between beads
in stressed granular assemblages are not equally loaded.
There exists a distribution of contact static loads, con-
taining weakly loaded contacts (the weak contacts) and
strongly loaded contacts (the strong contacts involved in
the so-called force chains). For an elastic periodic excita-
tion with a given deformation amplitude, the weakest con-
tacts are supposed to clap (periodically open and close) due
to the action of the acoustic wave. When increasing the
acoustic amplitude, more and more contacts are clapping,
progressively producing a non classical spectral signature.
Presented spectra have been observed in a laboratory
scale experiment, where two frequencies were initially
launched in the medium. Results are obtained for increas-
ing pump wave amplitudes and different frequency pairs.
These experimental results are in good agreement with a
model derived from the Hertz theory of contacts with pos-
sibility of clapping.
Key words: non linear acoustics, granular media, elas-
tic waves, contact nonlinearity
I. INTRODUCTION
In acoustics of homogeneous materials, the broadening
of the spectrum of a weak signal launched in the medium
could be viewed as a sequence of non linear wave mix-
ing processes. Higher combinational frequencies could be
imagined as being generated through a few subsequent non
linear scattering processes of the lowest order rather than
through a single non linear scattering of higher order. This
is due to smoothness of the dependence of strain on stress
and its successive derivatives in gas, fluids and homoge-
neous solids. In theory, it is sufficient to use the first non
linear term in the Taylor expansion of the stress-strain re-
lationship for adequate description of weakly non linear
acoustic waves.
In micro-inhomogeneous solids, the situation could be
different because of possible abrupt changes in stress-
strain relationship. In particular, in such materials as rocks,
exhibiting hysteretic non linearity [1], abrupt changes in
stress-strain relationship take place in transition from load-
ing to unloading. In the precise description of stress-strain
relationships, which exhibit discontinuous features them-
selves or discontinuous features in their derivatives, multi-
ple terms of the Taylor expansion could be important. Thus
higher order non linear phonon scattering processes could
be of comparable importance with the lowest order pro-
cesses. The highest combinational frequencies can be effi-
ciently generated simultaneously with the lowest ones, that
is through a non cascade single scattering process involv-
ing the necessary number of phonons.
Non cascade processes are also known to be efficient for
the so-called contact nonlinearity which could be realized
in opening / closing the gaps in unperfect elastic contacts
between two surfaces [2], [3]. Under periodic loading, the
contacts between surfaces or between the lips of cracks
could move in a regime of clapping / tapping, which is
characterized by non smoothness of the local stress-strain
relationship and / or its derivatives. Recently, the impor-
tance of the nonlinear phenomena induced by intermittent
contacts between grains has been indicated for unconsol-
idated granular media, for the self-demodulation process
[4], the harmonic generation [5] and the subharmonic and
noise excitation [6], [7]. The nonlinear process of mod-
ulation transfer (Luxembourg-Gorky) has also been used
for the monitoring of small perturbations of the granular
assemblage state [8]. In this case, the small induced me-
chanical perturbations modify mostly the weakest contacts
in the medium, which has a strong influence on the de-
tected nonlinear elastic response of the medium.
However, from the non-cascade processes, only the pro-
cess of harmonic generation has been mostly studied [2].
In this communication we present our research results on
the frequency mixing of two commensurate frequencies f1
and f2, and show for example that it is possible to excite in
a single scattering process frequencies that are much lower
than the difference frequency f2 − f1.
II. EXPERIMENTAL RESULTS
The experimental setup comprises a container (8 cm ×
8 cm × 18 cm), filled with monodisperse glass beads of
2 mm-diameter. The acoustic probing is performed by
identical wide-band piezo-emitter and receiver, placed on
opposite side walls close to the bottom of the container. At
this depth, the granular medium being only stressed by its
own weight, the average static stress is less than 3 kPa,
which corresponds to an average contact deformation of
3.10−5 roughly (the maximum strain excitation amplitude,
10−5 remains less than this value but close). The per-
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formed experiment consists in launching in the medium a
two-frequency component signal (the pump wave) and to
observe the spectrum as a function of the excitation ampli-
tude. In Fig.1, such spectrum is plotted for three excitation
amplitudes.
This experiment is carried out using a spectrum ana-
lyzer (Stanford SR830) both for the generation of the two-
frequency component signal and for the spectrum analysis.
The amplification of the excitation signal is performed via
a Bruel & Kjaer low distortion amplifier to a maximum of
140 Vrms at the output. The received signal feeds directly
the spectrum analyzer. Carrying exactly the same experi-
ment in air gives, for the maximum excitation amplitudes,
a small contribution (under −95 dB) at the demodulated
frequency (possibly due to the setup small nonlinearity but
also coming from the classical nonlinear effects in air).
No other frequencies (and in particular the observed non-
cascade frequency components) can be detected in this test
experiment carried out in air.
























Figure 1: Detected spectra at three excitation amplitudes
for f1 = 35 kHz and f2 = 45 kHz (0 dB corresponds to
1 V at the detection).
It is possible to observe, for the weakest excitation am-
plitude εA ≃ 7.10−7, that only the two excitation frequen-
cies f1 = 35 kHz and f2 = 45 kHz are present in the
detected spectrum. For εA ≃ 4.10−6, the difference fre-
quency f2 − f1, classically obtained in the first nonlin-
ear cascade process emerges from electronic noise level.
At the highest amplitude εA ≃ 10−5, other frequencies
are visible, 5, 15, 20 and 25 kHz, as well as a continu-
ous noise spectrum for the low frequencies. The overall
spectrum is controled by the frequency response function
of the medium and the transducers presented in Fig. 2. It
can be seen that the shape of the noise spectrum in Fig. 1
corresponds to the frequency response function, i.e. even
if all the frequencies are generated by the nonlinear pro-
cess of acoustic noise excitation, only the ones efficiently
transmitted and detected can be observed. This feature has
been already observed and interpreted in [6]. It is possible
to define a cut-off frequency of the medium, above which
the waves are highly attenuated (mostly by multiple scat-
tering due to the disordered packing or by the band gap
effects in regular packings). This is also the reason why,






















Figure 2: Frequency response function of the medium and
the transducers.
In Fig. 3, the amplitude dynamics of several frequency
components as a function of the excitation amplitude are
plotted. The pump frequency 35 kHz has a linear de-
pendence, while the difference frequency component at
10 kHz exhibits a behavior close to a quadratic one. For
the components that can not be obtained in the first cascade
process, the dynamics is different, with strong slope vari-
ations (5 kHz and 15 kHz in Fig. 3). The observed cor-
responding amplitudes are well above the electronic noise
level for the highest excitation amplitudes. However, they
exhibit some small variations at time scales of the order of
the second, and quantitative conclusions on the amplitude
dynamics are consequently hard to draw.
These behaviors have not been observed for cascade
processes in media with weak nonlinearity and are theo-
retically not allowed in this approximation.
The results presented in Fig. 1 and Fig. 3 are obtained
for a given excitation frequency pair (f1 = 35 kHz and
f2 = 45 kHz). However, spectral components, and espe-
cially the non-cascade ones, depend strongly on the chosen
frequency pair of excitation, as explained in the next sec-
tion. This is visible in Fig. 4, which presents a large num-
ber of data for different excitation frequency pairs. Each
row corresponds to a spectrum where amplitudes are coded
in colors. In Fig. 4(a), f1 is fixed at 30 kHz while f2
is varied from 40 kHz to 50 kHz. In Fig. 4(b), f1 and
f2 are varied from 30 kHz to 40 kHz and from 40 kHz
to 50 kHz respectively. In Fig. 4(c), f1 is varied from
30 kHz to 40 kHz while f2 is fixed at 40 kHz. It is
important to note that lower frequencies than the differ-
ence one emerges from noise, and some patterns can be
observed (Fig. 4(b)).
These observed qualitative features are explained in the



























Figure 3: Amplitude dynamics of frequency components,
5, 10, 15 and 35 kHz, as a function of the excitation ampli-
tude (0 dB of excitation corresponds to 140 Vrms). 0 dB
corresponds to 1 V for the detected amplitude.




Figure 4: Experimental spectra in rows obtained for dif-
ferent excitation frequency pairs between 30 and 50 kHz.
Amplitudes are coded in colors.
lar non smooth non linearity.
III. THEORETICAL ANALYSIS
In the following, a simple analysis of the observed spec-
tra is performed, taking into account the presence of a clap-
ping type nonlinearity at the level of the contacts. The
clapping type nonlinearity and the hysteretic nonlinearity
contain singularities in their stress - strain relationships or
their successive derivatives. It is expected that the quali-
tative features of such non smooth nonlinearities are sim-
ilar in the effects observed here. Taking into account the
estimates for the generation and amplification of subhar-
monics in a medium with quadratic non linearity [6], non-
linearities with singularities (clapping, tapping, hysteretic)
are the most relevant to explain the observed effects of sub-
harmonic and noise excitation at such low excitation lev-
els.
Let us consider for instance the static stress-strain rela-
tionship of an Hertzian contact of the form
σ0 = −C(−ε0)
3/2 , (1)
where σ0 is the static stress, ε0 is the strain and C a con-
stant related to the elastic parameters and the radii of the
spheres [9]. When an acoustic wave excites the contact,
the dynamic stress-strain relationship can be written as [4]
σ0 + σ˜ = −C(−ε0 − ε˜)
3/2H(−ε0 − ε˜) , (2)
with the dynamic part of the stress σ˜, the dynamic part of
the strain ε˜ and the Heaviside function H(−ε0 − ε˜) which
takes into account the fact that there is no stress between
the beads when they are not in contact.
In the case where |ε˜| ≪ |ε0|, the stress-strain relation-
ship can be expanded in Taylor series and the dominant
nonlinearity is the classical quadratic nonlinearity [4]. In
the case when the previous strong inequality is not ful-
filled, the expansion is no more possible and if |ε˜| > |ε0|,























Figure 5: Spectra of the stress in Eq. 2 obtained with a
two frequency strain excitation (f1 = 35 kHz and f2 =
45 kHz), for different excitation amplitudes.
At first, by introducing a strain signal ε˜ composed of
two frequencies f1 and f2, it is possible to calculate by
fast Fourier transform, the resulting stress σ˜, using Eq. (2).
With the same frequencies as in the experiment in Fig. 1
and Fig. 3, f1 = 35 kHz and f2 = 45 kHz, the re-
sult is plotted for different excitation amplitudes in Fig. 5.
The same frequencies as those observed experimentally in
Fig. 1 are obtained, including the non classical ones at 5,
15, 20, and 25 kHz for instance. The main differences be-
tween this calculated spectrum and the experimental one
are associated with the influence of the experimental fre-
quency response function of the system (see Fig. 2).
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Figure 6: Amplitude dynamics of several frequency com-
ponents obtained by Fourier transform of the stress - strain
relationship (2).
In Fig. 6, the amplitude dynamics of some particular fre-
quency components of the spectrum are plotted as a func-
tion of the excitation amplitude. Similarly to the exper-
imental amplitude dynamics of Fig. 3, the dynamics of
the pump and difference frequencies (35 and 10 kHz) are
monotonous and the dynamics of the 5 and 15 kHz com-
ponents has a more complex behaviour in amplitude, with
strong slope variations.
In order to analyze theoretically the non classical role
of the Heaviside function in the stress-strain relationship,
let us consider, for example, a two-dimensional granular
medium composed of cylinders. For small loadings, the
contact between two cylinders is known to provide a stress
proportional to the strain (linear elasticity) if the contact
is closed [9]. However, the open contact is unstressed.
As a result, the considered micromechanical element is
strongly nonlinear. The corresponding stress-strain rela-
tionship could be described in this case by
σ = CεH(−ε) . (3)
The stress-strain relationship (3) is schematically plot-
ted in Fig. 7. Note that in our notation, negative strain
(compression) corresponds to a closed contact. There is a
difference between Eq. (3) and Eq. (2), namely the pres-
ence of the power 3/2 due to the Hertz contact between
two beads in Eq. (3) and the linear dependence in Eq. (2).
The simpler bilinear case of Eq. (3) enables to perform
analytical calculations on the frequency mixing processes
associated with the Heavyside function in the stress-strain
relationship. Numerical calculations of spectra of the form
Fig. 5 in the case (3) and in the case (2) have been perform
and do not reveal qualitative differences in the emerging
frequency components. The power (3/2 or 1) in the stress-
strain relationship influences mainly the amplitude dynam-
ics of the frequency components of the spectrum.
In the dynamics of contacts, two regimes are commonly
distinguished in the literature [2]. The clapping regime
corresponds to an initially (in the absence of acoustic field)
closed contact ε0 < 0 and the tapping regime corresponds





Figure 7: Stress-strain relationship for a contact between
cylinders and time profile of the strain excitation.
The strain at the individual contact between two cylin-
ders can be written,
ε = ε0 + ε1 cos(ω1t) + ε2 cos(ω2t+ φ) , (4)
where ε1,2 are acoustic strain amplitudes and φ is a phase
term. According to (3) and Fig. 7, the response of the sys-
tem to the applied strain is linear with increasing ε1,2 un-
til the critical pump amplitude is such that ε1 cos(ω1t) +
ε2 cos(ω2t + φ) reaches the value −ε0. From this critical
pump wave amplitude, the contact starts to open during
a period T0 = t2 − t1 of its motion between character-
istic times t1 and t2 (see inset in Fig. 8). The acoustic
strains higher than −ε0 are not transmitted by the contact.
This strong threshold nonlinearity influences the spectrum
of the stress quite differently than weak nonlinearity.
In Fig. 8, the strain excitation ε is plotted as a function
of time. The corresponding stress dynamic evolution de-
duced from this strain excitation and from the stress-strain
relationship is plotted in Fig. 9.
The stress σ can be decomposed into a linear contribu-
tion σℓ, which does not modify the spectrum, and a non-
linear contribution σnℓ, which is responsible for the signal
modification,
σ = σℓ + σnℓ = Eε− Eε[1−H(−ε)] . (5)
The contribution σnℓ exists only in the interval t1 ≤ t ≤
t2 near the maximum of the strain signal at t = t0 (see
Fig. 8).
In the case plotted in Fig.9, the single maximum over the
signal period −T/2 → T/2 is characterized by its central
time occurence t0. For the particular case where two fre-
quencies f1 anf f2 are initially launched in the medium,
the total signal period of the form (4) is equal to the in-
verse of the greatest common divisor of these frequencies,
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i.e. if T1 = 1/f1, T2 = 1/f2 then the signal period is
T = n2T2 = n1T1 where n1 and n2 are the smallest pos-
sible integers.
Importantly, the localized character of the nonlinear
contribution to the stress σnℓ with a time scale duration
T0 = t2− t1 ≪ T near the central time t0 ensures that the
strong nonlinearity excites simultaneously (in a single act
of nonlinear scattering) many new spectral components at
F = m/T where m = 0, 1, 2, . . . which can be different
from the frequencies obtained in the first step of succes-
sive approximations (namely f2 − f1, f1 + f2, 2f1, 2f2)
because F can be different from f2 − f1. For instance,
the period of signal cos(2pi31000t) + cos(2pi41000t) is
T = 31/31000 = 41/41000 = 1/1000 s which is 10
times longer than the period of the difference frequency










Figure 8: Strain excitation signal as a function of time.
If the excited strain is written in the form (4), it is possi-
ble for φ→ 0, by looking for the extremum close to t = 0
(zero of the time derivative of the total strain), to find an







The complex amplitudes of the nonlinear stress compo-



















, the complex ampli-
tude of the nonlinear stress excited in the clapping process











Figure 9: Stress resulting from strain excitation and stress
- strain relationship plotted in Fig. 7.
where Sσ is the area of the stress which is cut by the sin-
gularity of the stress-strain relationship (see Fig. 8).













) are excited with equal amplitudes in a single act
of scattering, which is different from a classical cascade
process. The phase of the mf frequency excitation de-
pends on the relative amplitude of the excited waves at
f1 and f2. This last point could be checked in the fu-
ture. It has been however experimentaly observed a de-
pendence of the non-cascade frequency component ampli-
tude on the relative phase φ. The non monotonous dy-
namics can be explained by the occurrence of more and
more saturated extrema in the stress when the excitation
amplitude is increased. Their appearance excites a given
non cascade frequency, sometimes in phase with previ-
ously existing extrema or sometimes out of phase. This
is an opportunity to explain the observed complex behav-
ior in Fig. 3 for instance. Looking in details at the fre-
quencies present in each spectrum of Fig. 4, obtained for
different excitation frequency pairs, the expectation from
the simple developped model that frequencies F = m/T
are excited is confirmed. As an example, for f1 = 31 kHz
and f2 = 41 kHz (corresponding to 1/T = 1 kHz while
the frequency of the pump signal envelope and thus the de-
modulated frequency is 10 kHz), frequencies 2, 5, 6, 7, 9,
10 and 11 kHz can be observed. For f1 = 32 kHz and
f2 = 42 kHz (corresponding to 1/T = 2 kHz), frequen-
cies 4, 6, 8, 10 and 12 kHz are observed. This corresponds
well to the m/T frequencies. It remains however, in each
experiment where the difference frequency is 10 kHz, a
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frequency of 5 kHz which can not be explained every-
time by this simple analysis. This could be associated with
period doubling effects for the difference frequency wave
itself [6].
IV. CONCLUSIONS
A non cascade nonlinear process of frequency mixing
has been studied in experiments and theory. Due to the
singularity of the stress - strain relationship at the level of
a single contact, the nonlinearity becomes of infinite order
and higher order nonlinear phonon scattering processes are
of comparable importance with the lowest order processes.
One of the peculiar signatures of high order nonlinearity is
the possible excitation of arbitrarily low frequencies from
two well-chosen excitation frequencies, because the lowest
excited frequency is equal to the greatest common divisor
of these two frequencies. The nonlinear acoustic resolu-
tion of the pump signal period (which can be much longer
than the pump signal envelope period) is attributed to the
presence of the Heaviside function in the stress-strain rela-
tionship.
It is expected that these results can help in the acoustic
probing of the granular media (contact statistic distribu-
tion, average stress) and of the interfaces between solids
(such as cracks).
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Titre : Caratérisation de la ompation granulaire par des méthodes aoustiques li-
néaires et non linéaires.
Réemment, un nombre roissant d'observations expérimentales et de modélisations ont été eetuées en
aoustique non linéaire dans les matériaux miro-inhomogènes, omme les rohes ou les milieux granu-
laires. Les méthodes d'aoustique non linéaire ont montré une forte sensibilité à la présene de défauts
de la struture (ssures, ontats inter-grains), et sont notamment utilisées depuis peu pour le ontrle
non destrutif des matériaux ssurés ou endommagés. Les milieux granulaires, omposés de grains non
ohésifs, omportent des ontats qui leur assurent une forte non linéarité aoustique. Ils onstituent
don des matériaux d'étude intéressants qui présentent des appliations dans de nombreuses branhes de
l'industrie. En partiulier, le proessus de ompation, qui onsiste à diminuer le volume du milieu (par
des vibrations extérieures le plus souvent) est très largement utilisé dans la pratique : stabilisation des
sols avant onstrution, ballasts, industrie du béton, stokage de matériaux agroalimentaires, ... Dans e
travail de thèse, diérents eets d'aoustique non linéaire sont étudiés au sein d'un milieu granulaire non
onsolidé au ours du proessus de ompation.
Dans un premier temps, un dispositif expérimental de ompation d'un assemblage de billes de verre a
été mis au point, omprenant une mesure de l'évolution du volume du matériau. Le milieu est sondé à
l'aide d'ondes aoustiques et permet la mesure de paramètres aoustiques tels que la variation de vitesse
des ondes et l'atténuation linéaire. Dans un seond temps, la ompation du milieu granulaire est suivie
par des méthodes d'aoustique non linéaire. L'étude de la génération d'harmoniques et de la génération
de fréquene diérene permet de quantier l'évolution du paramètre de non linéarité quadratique. Les
rles relatifs de l'élastiité non linéaire (diminution du module élastique non linéaire du milieu) et de
la dissipation non linéaire (augmentation de l'atténutation non linéaire) peuvent être analysés à l'aide
des résonanes non linéaires du milieu. Un modèle, dérivant les observations eetuées, est développé
et mène à la dénition d'un nouveau paramètre non linéaire qui aratérise l'hystérésis du milieu. Cet
indiateur fournit des informations sur l'évolution de la distribution de ontats au ours de la ompa-
tion granulaire.
Dans le but de mieux omprendre le rle des haînes de fore (haînes de billes plus fortement préon-
traintes que la moyenne) sur la propagation aoustique, un réseau granulaire ubique est modélisé. La
possibilité de guider les ondes aoustique, soit entre les haînes de fore, soit le long de elles-i, est mise
en évidene.
Mots lés : Aoustique non linéaire, Milieux granulaires, Compation, Résonanes non linéaires, Para-
mètre de Read, Réseau granulaire ubique, Chaînes de fore, Clappement, Distribution de ontats.
Title : Charaterization of granular media ompation by linear and nonlinear aousti
methods.
Reently, an inreasing number of experimental observations and modelisations have been done in mi-
roinhomogeneous media, like roks or granular media, using nonlinear aousti methods. These methods
have showed a huge sentivity to detet strutures defets (ssures, inter-grain ontats) and are used
for non-destrutive testing of ssured or damaged materials. Granular media, omposed of non-ohesive
grains, ontain ontats providing them a strong aousti nonlinearity. They onstitute then a interes-
ting material with appliations in many industrial branhes. Partiularly, ompation proess, i.e. the
diminishing of the total volume of the paking, is widely used pratially : ground stabilization before
onstrution, ballasts, .... Here we report rst appliations of the methods of nonlinear aoustis for the
haraterization of the ompation proess of unonsolidated granular media.
Firstly, an experimental setup for the ompation proess of a granular random paking is desribed,
ontaining the measurement of the evolution of the total volume of the paking. The media is probed
during ompation by mean of aousti waves, allowing the measurement of linear aousti parameter like
sound veloity variation and linear attenuation. Seondly, nonlinear aousti waves are used to probe the
ompation proess. Quadrati nonlinear parameter is extrated from the study of harmoni generation
and frequeny-mixing proess. The relative role of nonlinear elastiity (diminishing of nonlinear elasti
modulus) and nonlinear dissipative properties (inrease of nonlinear attenuation) are analized by mean
of nonlinear resonane methods. A simple qualitative theoretial model explaining the experimental ob-
servation of faster diminishing in the ompation proess of the elasti nonlinearity in omparison with
dissipative nonlinearity has been developped. The theoretial preditions onrm that nonlinear aousti
methods ould beome an attrative tool for ompation monitoring.
Finally, in order to better understand the role of fore hains (bead hains more pre-stressed than the
average) on aousti wave propagation, a ubi granular rystal is modelized. The opportunity of guiding
aousti waves between fore hains or along them is highlighted.
Keywords : Nonlinear aoustis, Granular media, Compation proess, Nonlinear resonanes, Read
parameter, Granular rystal, Fore hains, Clapping, Contat fore distribution.
